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Mục lục 


Nguyễn Tất Thu 



Chương 1 
DÃY SỐ 


1.1 Dãy số 

1.1.1 Định nghĩa dãy số 

Định nghĩa 1.1. Dãy số hữu hạn là tập hợp các giá trị của hàm số u : {1,2,3,... ,m) -*■ [R, 
n^u(n) được sắp xếp theo thứ tự tầng dần theo đối số n: 

^ 1 ) ^ 2 ) ■ • • > u m . 

Ta nói dãy số có m số hạng và 

• U\: được gọi là số hạng đầu 

• u m : được gọi là số hạng cuối. 

Định nghĩa 1.2. Dãy số là tập hợp các giá trị của hàm số u : N* -*■ u, n —► u(n) Được sắp 
xếp theo thứ tự tầng dần liên tiếp theo đối số tự nhiên n: 

u(l),u(2),u(3),...,u(n),... 

• Ta kí hiệu u(n) bởi u n và gọi là số hạng thứ n hay số hạng tổng quát của dãy số, 
U\ được gọi là số hạng đầu của dãy số. 

• Ta có thể viết dãy số dưới dạng khai triển u\,U 2 ,...,u n ,... hoặc dạng rút gọn (u n ). 

1.1.2 Cách cho dãy số 

Ngưòi ta thưòng cho dãy số theo các cách sau: 

• Cho số hạng tổng quát, tức là: cho hàm số u xác định dãy số đó 

• Cho bằng công thức truy hồi, tức là: 

* Cho một vài số hạng đầu của dãy 

* Cho hệ thức biểu thị số hạng tổng quát qua số hạng (hoặc một vài số hạng) đứng 
trước nó. 
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4 Chương 1. DẨY SÔ 

Jví dụ 1.1 - 

Cho dãy số ( u n ) được xác định bởi u n = n ^ n 1 vối ra ^ 1. 

1. Viết 5 số hạng đầu tiên của dãy 

2. Chứng minh rằng u n ^ 1, Vra^l. 


Lời giải. 1) Ta có 

1 + 1 2 + 1 3 3 + 1 1 4 + 1 5 5 + 1 3 

Ul - 2 1 ~ ’ U2 ~ 2 2 - 4’ U3 ~ 2 3 _ 2’ “ 4 ~~ 2 4 _ Ĩ6’ U5 _ 2 5 ~~ 16' 
2) Ta có u n ^ 1 o 2" ^ n +1 (1). 

Ta chứng minh (1) bằng phương pháp quy nạp. 

Với n = 1 ta thấy (1) đúng. 

Giả sử (1) đúng với n-k^l, tức là 2 k > k +1. Khi đó 

2 k+i _ 2 2 Ề ^ 2(k + 1) = k + 2 + k > k + 2. 


Do đó (1) đúng với ra = k + 1. 

Vậy bài toán được chứng minh. 


Ví dụ 1.2 


Cho dãy số (u n ) được xác định bởi 


Un+l — 


u 1 = 2 
u n + 1 


, Vra ^ 1 


1. Tìm 4 số hạng đầu của dãy 

2. Chứng minh rằng u n > 1 với Vra ^ 1 

3. Tìm công thức tổng quát của dãy («„). 


Lời giải. 1) Ta có 


Ml + 1 3 «2 + 1 5 «3 + 1 9 

“ I=2 ’ “ 2= 2 2’ “ 3= 2 4’ “ 4= 2 8' 


2) Ta chứng minh u n > 1 bằng quy nạp. 
Hiển nhiên, ta có «1 > 1. 

Giả sử u n > 1, khi đó 


« „ +1 1 + 1 


Un +1 


1. 


Do đó, ta có u n >1, Vra ^ 1. 
3) Ta có 


«1 = 2 , «2 


2 1 +1 


2 ^ + 1 


«3 


2 2 


-, «4 


2 3 +1 
“ã 3 ”' 
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Do đó, ta chứng minh 


2 n ~ 1 +1 

Giả sử u n = ——i—, ta có 

n on-l ’ 


u, 


2 n_1 +1 
2 71-1 


2 n_1 +1 


a„ + l 2 ra_1 

^ra+1 — 


+ 1 


Theo nguyên lí quy nạp, ta suy ra u n = 


2 2 
2 n ~ 1 +1 


2 ” +1 
2" ■ 


2«-i 


Ví dụ 1.3 


Chứng minh rằng tồn tại đúng 4 dãy số nguyên dương (u n ) thỏa: UQ = 1,U\ = 2 và 

1 .. ,2 i _ 1 

l^re+2-^re ^7i+l| - !• 


Lời giải. Ta có: 

U 2 = 5 => U 3 = 12, 113 = 13 
ỈÍ2 = 3 => ỈÍ3 = 4, ÍÍ3 = 5 

a) Ta chứng minh tồn tại duy nhất dãy số nguyên dương ( u n ) thỏa 


|u 2 -4| = 1 


và 


Uq = l,Ui = 2,U2 = 3, «3 = 5 
|a„ +2 .a„ -u| +1 | = 1, vo 4. 

Co = 1,Ỉ>1 = 2 


• Chứng minh tồn tại: Xét dãy ( v n ): < 

[v n+ i = v n + v n -i, n = 2,3,... 

Bằng quy nạp ta chứng minh được (v n ) thỏa mãn (1). 

Thật vậy: 

\v n+2 .v n -vị +1 \ = \v n (v n+1 + v n )-vị +1 \ 

= \vn+l(v n -v n+1 ) + v 2 n \ 

= \v 2 n -v n -iv n+ i\ = 1 

• Chứng minh duy nhất. 

Trưốc hết ta chứng minh nếu dãy ( u n ) thỏa (1) thì ( u n ) là dãy tăng. 

Gia sư ũỵi-ị -1 > ũ n ữn+ 1 — 1 ^ O-ĨI- 
Từ |a„ +2 a„-af í+1 | = 1 ta suy ra 


«n+2 = 


a n + 1 ± 1 ^ <+1 ± 1 _ , , _ 

^ > ^n+1 + 1 ^ Ct'n+ 1 * 


( 1 ) 


Nên theo quy nạp ta có đpcm. 

Giả sử tồn tại k để Vk Ỷ Uk và v n = u n , Mn<k. Khi đó, ta giả sử ưk<Uk, suy ra: 

ị Uk-Uk-2 — M.1+1 . n n ; ( Ị. 1 

< ĩ 1 ^>Uk- 2 (u k -v k ) = 2 ^> 2 :uk -2 (vô lí). 

( c Ẵ .c Ẳ - 2 = c^_ 1 -l 


Nguyễn Tất Thu 



















6 


Chương 1. DÃY SÔ 


Do vậy tồn tại duy nhất dãy nguyên dương ( u n ) (đó chính là dãy ( v n )) thỏa mãn (1). 
b) Tương tự ta chứng minh được tồn tại dũy nhất các dãy nguyên dương thỏa: 

u ữ = l,ui = 2,u 2 = 3,u 3 = 4,\u n+ 2U n -uị +1 \ = 1 
U 0 = l,Uí = 2,U2 = 5,U3 = 12, \u n+ 2 U n - uị +1 \ = 1 

U 0 = 1,Ui = 2,U2 = 5,U3 = 13, \u n+ 2 U n - u 2 n+1 \ = 1. 

Đó là các dãy tương ứng là: 

lío = 1, ai — 2,u n +\ — 2u n+ i — u n 
UQ — 1,U\ — 2, a re +i — 2u n +\ 4 u n 
UQ — 1, Ui — 2,u n +\ — 3a re +i — u n . 

Vậy tồn tại đúng 4 dãy số nguyên dương thỏa yêu cầu bài toán. ■ 

1.1.3 Dãy số tảng, giảm và dãy số bị chặn 

Định nghĩa 1.3. Dãy số ( u n ) 

• Được gọi là dãy tăng nếu u n ^ u n+ 1 Va £ N* 

• Được gọi là dãy giảm nếu u n ^ u n+ 1 Va £ N* 

• Được gọi là bị chặn dưới nếu tồn tại số thực m sao cho u n ^m, Va = 1,2,... 

• Được gọi là bị chặn trên nếu tồn tại số thực M sao cho u n ^M, Va = 1,2,... 

• Được gọi là bị chặn nếu vừa bị chặn trên vừa bị chặn dưới. Tức là tồn tại số thực 
N sao cho \u n \ ^N, Va = 1,2,.... 

• Được gọi là dãy tuần hoàn nếu tồn tại số nguyên dương k sao cho a n+ k = a n với mọi 

n, số nguyên dương k nhỏ nhất thỏa điều kiện đó được gọi là chu kì. Khi k = 1 ta 

gọi là dãy hằng. 



Ví du 1.4 





Cho dãy số (u n ): 

tăng và bị chặn. 

1 Uị 1,U2 2 Chứng minh rằng dãv (u„) là dãv 

l“rc+l = ựữn + y/u n -i, Va ^2 


Lời giải. Ta chứng minh dãy (u n ) là dãy tăng bằng phương pháp quy nạp. 

* Dễ thấy U\ < U 2 < 113 . 

* Giả sử Uk -1 < Uk, dk ^ a, ta chứng minh U n+ 1 < u n . 

Thật vậy 

u n +l — \fkhi 4 s/ŨnT-ĩ y/Un —1 4 — u n . 

Vậy (u n ) là dãy tăng. 

Trước hết ta có Un > 0, Va. Bây giò ta chứng minh u n < 4, Va 


Nguyễn Tất Thu 
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Thật vậy, ta có U \ = 1 < 4. 

Giả sử Uk <4, Mk ^ 71 , ta có 

u n +1 = v / ã^+ n/Htí-i < v / 4 + v / 4 = 4. 

Do đó, ta luôn có 0 < u n < 4, Vtx. 

Vậy dãy iu n ) là dãy bị chặn. ■ 

r [ví dụ 1.5] - 

Cho dãy ( u n ) được xác định như sau 

Ui > 0 

" _ u n (uị + 3) . 

Urc+1 — _ 0 - 

3lí ra + 1 

Tùy thuộc vào giá trị của líi, hãy xét tính tăng, giảm và bị chặn của dãy ( u n ). 


Lời giải. Trước hết ta có u n > 0, Vti. 

Ta xét Un+1 = 1 - 2 1 ~ Từ đây ta suy ra được 
u n 3a£ + 1 

• Nếu Ui = 1 => = 1, Vtz. 

• Nếu ỈÍ 1 > 1 => u n+ 1 < \/n => u n < u 1 , Vtz. 

• Nếu Mi < 1 => U „+1 > u n \/n và 

(u„-l) 3 

Un+l - 1 = 0 0 . „ => M/I < 1, Vt7. 

3u„ +1 


Vậy 


• Nếu u 1 = 1 thì dãy ( u n ) là dãy không đổi 

• Nếu Ui > 1 thì dãy ( u n ) là dãy giảm và bị chặn 

• Nếu Ui < 1 thì dãy ( u n ) là dãy tăng và bị chặn. 


Àví dụ 1.6 

Chứng minh rằng dãy (u n ) là dãy tuần hoàn với chu kì 2 khi và chỉ khi 

u n=^ [u 0 + u 1 +(u 0 -u 1 )(-l) n+1 ] . 

Lời giải. • Giả sử u n = ^ [uo + ni + (uo-ni)( - l)' ỉ+1 ]. Khi đó 

u n +1 = ^ [uo + ui~(uo -I7l)(-l) n+1 ] 
u n +2 = ^[u 0 + u 1 + (u 0 - Ui)(-l) n+3 ] 

= ^ [uo + ai + (iío - uiH-iỵ 1 " 1 " 1 ] = u n . 
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Chương 1. DÃY SÔ 


Suy ra dãy (u n ) là dãy tuần hoàn chu kỳ 2. 

• Giả sử dãy ( u n ) tuần hoàn chu kỳ 2. Khi đó u n+ 2 = u n £ N. 

Bằng quy nạp ta chứng minh được 

Un = \ [uo + Ul + (uo - Uị)(-l) n+1 ] . 
Vậy bài toán được chứng minh. 


Ví dụ 1.7 


Cho dãy số nguyên {a n } truy hồi cấp k ( k là số nguyên dưong) nghĩa là 


1+k ~ / (®n)®n+l) l) v?i £ N. 

Nếu dãy bị chặn thì nó là dãy tuần hoàn kê từ lúc nào đó. 


Lời giải. Giả sử dãy bị chặn bởi số nguyên dưong M, nghĩa là \a n \ ^ M. 

Xét các bộ k số 

(ao,ai,...,a/j_i), (ai,a2,...,a&), (a2,a3,...,a&+i), .... 

Có tối đa (2 M +1)* bộ khác nhau nên trong (2 M + 1Ỷ + 1 bộ đầu tiên phải có hai bộ trùng 
nhau. Chẳng hạn 


(ttj, Cl j+l, ■ •■>®ỉ+Ẵ-l) — ịữ j,ữjữ ý+Ề-l) VƠI l > J. 

Tức là : tti+t = aj+t w = 0,1. Suy ra 

tti+k = f (&ỉ)&ị+1,..., ữi+/Ị-i) = f [o,j,ữj+i, = ữj+k- 


Đặt T = i - j thì ta có 


a n+ T = a n \/n^j + k = n 0 . 


Vậy dãy ( a n ) tuần hoàn với chu kì T = i - j kể từ số hạng «0 = j + k. 


Ví dụ 1.8 

Cho dãy số nguyên {a n } thoả mãn 

&n — Clữn+1 + C2Ũ-ỴI+2 + ••• -t" Ck®n+k J 

trong đó C1,C2,...,C/J là các số nguyên và m > 1 là số nguyên dương. Gọi r n là số dư 
trong phép chia a n cho m. Khi đó dãy {r n } tuần hoàn. 


Lời giải. Theo giả thiết ta có a n = r„(modm). Theo tính chất của đồng dư thức ta có 

r n = Cir n+1 + c 2 r„+2 + ... + c k r n+ k(ĩnodm). 


Nguyễn Tất Thu 
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Theo các xác định r n ta có 0 ^ r n ^ m -1 tức là dãy {r n } bị chặn và truy hồi tuyến tính 
cấp k nên theo định lý trên dãy tuần hoàn kể từ lúc nào đó, nghĩa là 3no, T ^ 1 sao cho 
r n +T = r n , Mn ^ n 0 . Khi đó 


r no +T-i = Cir nũ+ T + C 2 V no+T+1 + ■■■ + Ckr, l0 +T+k -1 


— C\VJi ữ + c2r«0+1 3-... + Cỵv «0+^-1 


= r„ 0 _i(modm) 


Suy ra r no+T -1 = r rao _i. 

Tưong tự, ta cũng có 

r no -2 = r nữ -2+T,-; ri-ri+T, r 0 = r T . 
Do đó dãy {r n } tuần hoàn với chu kì T. 


1.2 Cấp số cộng - Cấp số nhân 

1.2.1 Cấp số cộng 

1.2.1.1 Định nghĩa 

Định nghĩa 1.4. Dãy số (u n ) được xác định bởi 

ị u 1 = a 

, ne N . 

(a«+i — u n + d 

gọi là cấp số cộng ; d gọi là công sai. 


1.2.1.2 Tính chất 

Định lí 1.1. Cho cấp số cộng ( u n ) vối công sai d. Khi đó 


u n -u\ + {n-l)d. (1) 

Chứng minh. Ta chứng minh (1) bằng phưong pháp quy nạp. 

Dễ thấy (1) đúng với n = 1. Giả sử u n = u\ + {n -1 )d , khi đó 

U n+ 1 = u n + d - Ui + (n- 1 )d + d = U\ + nd. 


Vậy (1) đúng. □ 

Định lí 1.2. Cho cấp số cộng ( u n ). Khi đó 


2uk = Uk-i + Uk+i VÃ =2,3,... 


Chứng minh. Ta có Uk = Uk- 1 + d, Uk+ 1 -Uk + d nên Uk = Uk+ 1 - d. Suy ra 


laỵ tl]i + tiỵ + d 4“ d Uk-ị-1 + llk—ỵ. 


□ 


Nguyễn Tất Thu 
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Chương 1. DAY so 


Chú ý 1. Từ định lí trên ta có: 

Ba số a, b, c (theo thứ tự đó) lập thành CSC khi và chỉ khi a + c = 2b. 


Định nghĩa 1.5. Cho CSC (u n ), đặt 


s n - U\ + U2 + ■ ■ ■ + u n . 


Khi đó s n được gọi là tổng của n số hạng đầu của CSC. 


Định lí 1.3. Cho CSC ( u n ) có công sai d. Khi đó 



Ví du 1.9 

s 




Chứng minh rằng dãy iu n ) là cấp số cộng khi và chỉ khi u n = an+ b. 


Lời giải. • Giả sử ( u n ) là cấp số cộng, khi đó 

Un = Uị + (n - 1 )d = dn + u\-d = an + b. 

• Giả sử u n - an + b, ta có: 


Un - Un -1 =an + b -a(n - 1 )-b = a 

Vậy (u n ) là CSC với công sai d=a. ■ 


Ví du 1.10 

_. 




Cho a,b,c> 0 lập thành cấp sô cộng.Chứng minh rằng 


1 


1 


2 


s/ã+Vb Vb + \fc \/c + \/ã 


Lời giải. Gọi d là công sai của cấp số, suy ra b - a = c - b = d, c - a = 2d Do đó: 


\fã + Vb Vb + ựd 


1 


1 



d d 

\fc- \fã 


d 

c-a 


d{\fc + \/ã) 


2 


\/c+y/ã 
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Ví dụ 1.11 


Chứng minh ba số a,b,c > 0 là 3 số hạng liên tiếp của cấp số cộng khi và chỉ khi 
3 số a 2 + ab + b 2 -,c 2 + ca + a 2 ;b 2 + bc + c 2 cũng là ba số hạng liên tiếp của một cấp số 
cộng. 


Lời giải. Ta có a 2 + ab + ò 2 ; c 2 + ca + a 2 \ b 2 + bc + c 2 lập thành CSC khi và chỉ khi 


a 2 + ab + b 2 + ò 2 + bc + c 2 — 2(ữ 2 + ca + c 2 ) 
o 2 b 2 + ab + bc =a 2 + 2 ac + c 2 
o b{a + ò + c) + ò 2 - (a + c) 2 = 0 
o b(a + b + c) + (a + b + c)(b - a - c) - 0 
o2b-a-c-0o2b-a + c. 


Hay a, b, c lập thành CSC. 


Ví dụ 1.12 


Cho bốn số thực ai;a 2 ;a 3 ;a 4 .Biết rằng : 


1 1 
-+- 


a\a 2 _ ữ 2 ữ 3 aiữ 3 
1113 
+-+ ■ 


a Iữ 2 « 2^3 « 3«4 « 1^4 

Chứng minh rằng :ai;a 2 ;ữ 3 ;a 4 lập thành cấp số cộng. 


Lời giải. Ta có 


và 


—— 1 —— = - o ữ3 +ữi = 2ữ2 

aiữ 2 a 2 a 3 a\a 3 
=> ữi — a% — a 2 — a 3 = d 


111 3 

-1-1-— - 

CL1CL2 CI2C13 a3ữ4 aiơ4 

21 3 

o-1-—- 

a 1 Ơ 3 < 23(14 a 1«4 

o 2ữ4 + ữi = 3a 3 

o 2ữ4 = 3(ai + 2 d.) - ai=>ữ 4 = ai + 3(i 


Ví dụ 1.13 


Gọi Si;S 2 |S 3 là tổng n\\n 2 \n 3 số hạng đầu của một cấp số cộng. Chứng minh rằng: 

Si S 2 S 3 

— (n 2 -n 3 ) + -(n 3 -n 1 ) + — (n 1 - n 2 ) = 0 . 
n 1 n 2 n 3 
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Chương 1. DÃY SÔ 


Lời giải. Thay công thức 


o_... , nxinỵ-1) _ n 2 {n 2 -l) n 3 {n 3 - 1) 

ỐI = n\u\ -ị --r- d, 0 2 = n 2 u\ -ị —— T-- tí; 03 = AI3U1 H--r-a. 


Nên 


Suy ra 


Si «1-1 $2 tí2 - 1 J S3 

- ± = W1 + —í-—tí, --=■ = IÍ1 + —=-— d, —— = u 1 + 
ai 2 ^2 2 ?Ỉ3 


» 3-1 

2 


d. 


— (n 2 -n 3 ) + — (n 3 -ni)+—(ni-n 2 ) 
n 1 a 2 «3 

d r , 

= - [(»1 - 1)(/12 - «3) + («2 - 1)(^3 - fti) + (tí 3 - l)(ni - n 2 )] = 0 . 


Ta có điều phải chứng minh. 



f ' 

Ví du 1.14 





(VMO 2012) Cho các cấp số cộng ( a n ), ( b n ) và số nguyên m> 2. Xét m tam thức bậc 
hai: 

Pk(x) = X 2 + aỵx + bk, k - 1,2,3, 

Chứng minh rằng nếu hai tam thức p i(x), p m (x) đều không có nghiệm thực thì tất 
cả các đa thức còn lại cũng không có nghiệm thực. 


Lời giải. Gọi a,b là các công sai của hai cấp số cộng (a„) và (ò„). Giả sử Pk(x) có nghiệm 
X — c với 1 < k < m nào đó. Theo tính chất cấp số cộng ta có: 

p m (x) - Pk(x) = (m - k){ax + b) và Pk(x) - P\{x) = {k- 1 ){ax + b). 


Suy ra 


p m (c ) = (m - k)(ac + b) và Pị(c) = -(k - l)(ac + b) 


nên P m (c).Pi(c) < 0 (*). 

Nhưng p m (c) > 0 và Pi(c) > 0 nên điều suy ra ở trên là vô lí. 
Vậy tất cả các đa thức Pk(x), k = 2,3,...,m -1 đều vô nghiệm. 


— 

Ví dụ 1.15 


(APMO 2014) Cho 2k số thực ai,a 2 ,...,ak,bi,b 2 ,...,bk- Xác định dãy số (X n ) như sau 

k 

X n = ỵ í [a i n + bil n = 1 , 2 ,... 

i = 1 

k 

Chứng minh rằng nếu (X n ) là một cấp số cộng thì X Cii là số nguyên. 

i= 1 
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Lời giải. Đặt 


Ta có 


k k 

A = Y^a k , B = Y J b k- 


i=l i =1 


ain + bi-l^[ain + bi]<aịn + bi. 


Suy ra An + B - k ^ x n < An + B. 

Giả sử { x n } là cấp số cộng với công sai d, khi đó nd = X n+ 1 -XivầA+B-k^Xi<A + B 
Vì X n+ 1 = Xị + nd nên ta có : 


Aln ~C) B — k X ~1 nd <A(7Z - Ỉ~l)4".fí ^ An A B — b — Xi <1 nd <1 An 4“ A + B — Xi. 


Mà A + B - Xị> 0 Yầ A +B - Xi < k nên An -k <nd < An + k. Suy ra |A - d\ < —. 

n 


Cho n tiến ra vô cùng, ta có |A - d\ = 0 => A = d. 

Mặt khác {X n } là dãy số nguyên nên A-d- x n+ i~x n là số nguyên (đpcm). 


1.2.2 Cấp số nhân 

1.2.2.1 Định nghĩa 

Định nghĩa 1.6. Dãy số (u n ) được xác định bởi 

! Ui = a 

< , neN 

( U n +1 = U n .Q 

gọi là cấp số nhăn; q gọi là công hội. 

1.2.2.2 Tính chất 

Định lí 1.4. Cho cấp số nhân (u n ) vói công bội q. Khi đó 

Un = Uiq n ~ 1 . 

Chứng minh. Ta chứng minh (2) bằng phương pháp quy nạp. 
Dễ thấy (2) đúng vối n = 1. Giả sử u n = U\.q n ~ x , khi đó 

Un +1 = u n .q = Uiợ". 

Vậy (2) đúng. 

Định lí 1.5. Cho cấp số cộng ( u n ). Khi đó 

uị = U k -I.u k+Í dk —2,3,... 

Chứng minh. Ta có Uk +1 = Uỵq, Uỵ = Uk-iq nên Uk-Í = —. Suy ra 

q 

_ u k _ 2 

Uk-i-Uk+1 — —— -Uỵ.q — Uỵ. 

q 


( 2 ) 


□ 


□ 


Nguyễn Tất Thu 
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Chương 1. DÃY SÔ 


Chú ý 2. Từ định lí trên ta có: 

Ba số a, b, c (theo thứ tự đó) lập thành CSN khi và chỉ khi a.c = b 2 . 
Định nghĩa 1.7. Cho CSN (u n ), đặt 


s n — Ui + U 2 + ■ ■ ■ + u n . 


Khi đó s n được gọi là tổng của n số hạng đầu của CSN. 

Định lí 1.6. Cho CSC ( u n ) có công bội q. Khi đó 

Q g"-i 
— u 1 . 

q~l 


Ví dụ 1.16 


Chứng minh rằng dãy (u n ) là CSN khi và chỉ khi u n = a.a n . 


Lời giải. • Nếu dãy (u n ) là CSN thì ta có: Un = U\.q n 1 
• Nếu u n = a.a n thì ta có: 


_ n .. „ _ “1 

= a.a n vơi a = —, a - q. 
Q 


Un+ 1 

— — a u n +1 — a.u n . 

Un 

Vậy dãy ( u n ) là CSN với công bội q = a. ■ 

Jví dụ 1 . 17 ] - 

_ M 

Chứng minh rằng: điều cần và đủ để ba số khác không a, b, c là ba số hạng của một 
CSN là tồn tại ba số nguyên khác không p,t,r sao cho 

ịp+t+r -0 
\a p .b t .c r = 1 


Lời giải. • Giải sử a, b, c là ba số hạng thứ k + l\ 1 + 1; m + 1 của cấp số nhân có công bội 
q, khi đó ta có : 

a = Ui.q k )b = Uị.q l ;c = Uị.q' 

Suy ra 


® „k—l. b _ l-m 


b c 



í ò ì 


- 

lòi 

Ui 


k-l 


fj)~ m ỊjTn-l-k +1 k — 1 _ 2 


Đặt p = l - m;t = m -1 - k + l;r = k -1. Khi đó ta có ba số p,t,r thỏa mãn yêu cầu bài toán. 
• Giả sử ta có 

ịp+t+r =0 
\a p .b t .c r = 


^a p .c r = b p+r =>[ 


a\P 


f = 

- 

UI 

Ui 


(*) 


Do p + t + r = 0 nên tồn tại ít nhất một số dương và một số âm. 

Giải sử r > 0 , t < 0 . Đặt — = q r b = a.q r kết hợp với (*) ta có 

a 


a 


a.q' 


p a.q r ^ r 


c 


c = a.q r+p . 
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Vậy ba số a, b, c là ba số hạng của cấp số nhân với a là số hạng đầu, b là số hạng thứ r +1; 
c là số hạng thứ r +p + 1. ■ 



r N 

Ví du 1.18 





Chứng minh rằng nếu ba cạnh của tam giác lập thành CSN thì công bội của CSN 

V ,_ ,, JV5-11 + V5 

đó năm trong khoang ———; ——■— 

^ 2 2 


Lời giải. Giả sử a, b, c là ba cạnh tam giác theo thứ tự đó lập thành CSN với công bội q. 
Ta có: 


\a + aq > aq 2 \q 2 -q- 1<0 
I aq 2 + aq>a Ịợ 2 + g-l>0 


o < 




1 - \/5 _ 1 + VE\ 

2 ’ 2 I 




-oo; ■ 


-1-^5Ì Ị-1 + VE 


u 


-;+oo 


o q £ 


Võ-iyõ + l 1 

2 ’ 2 



Lời giải. Ta có: 


s = u 1 


Q 


q- 1 


T = 


u 1 


(Ỉf-1 

ị-1 

q 


1 q n -1 „ 

-—Vị-——— p = u^q 
u 1 ợ 71 1 (ợ-l) 1 


n(n -1 ) 


7Ĩ „ 1 + 2 + ... + / 1 - 1 




Suy ra: p = 



r Ví dụ 1.20 


Chứng minh rằng các số 2,3,5 không thể cùng thuộc một CSN. 
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Chương 1. DÃY SÔ 


Lời giải. Giả sử 2,3,5 là ba số hạng thứ m,n,p của CSN ( v n ) có công bội q Ta có: 

2 — u n 

3 u 1 


2 u m 5 


m-n. _ p-n 


suy ra 


vô lí. 


2\ pn 

Í 5 1 

, 3 ) 

UJ 


. p(p-n)(m-n) <2P~ n 2t m ~p 5 re-m — \ 


1.2.3 ứng dụng CSC-CSN để tìm CTTQ của dãy số 


Chúng ta đã biết công thức xác định công thức tổng quát ( CTTQ) của một cấp số cộng 
(CSC) khi biết số hạng đầu với công sai d và một cấp số nhân (CSN) khi biết số hạng đầu 
với công bội q. Trong chuyên đề này chúng tôi trình bày với các bạn một số cách xác định 
CTTQ của một số dãy số có công thức truy hồi dạng đặc biệt. Phương pháp giải quyết là 
chúng ta đưa vào một số dãy phụ để chuyển dãy đã cho về một CSC hoặc một CSN hoặc 
những dãy số quen thuộc đã biết. 


Ví dụ 1.21 


Xác định số hạng tổng quát của dãy số (u„) được xác định bởi 


Ui = l, u n = u n - 1 - 2 , vo 2. 


Lời giải. Ta thấy dãy ( u n ) là một CSC có công sai d = -2. Nên ta có: 

u n = 1 - 2 (n - 1) = -2 n + 3. 


Ví dụ 1.22 


Xác định số hạng tổng quát của dãy số ( u n ) được xác định bởi 


u 1 = 3, u n = 2u n -i \/n ^ 2. 


Lời giải. Ta thấy dãy ( u n ) là một CSN có công bội q = 2. 

Ta có: u n = 3.2” . ■ 


Ví dụ 1.23 


Xác định số hạng tổng quát của dãy ( u n ) được xác định bởi: 

U\ = -2, u n = 3u„_i - 1 Va ^ 2. 
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Lời giải. Trong bài toán này chúng ta sẽ gặp khó khăn vì dãy ( u n ) không phải là CSC 
hay CSN! Ta thấy dãy ( u n ) không phải là CSN vì xuất hiện hằng số -1 ỏ vế trái. Ta tìm 
cách làm mất -1 đi và chuyển dãy số về CSN. 

Để thực hiện ý đồ này ta đặt u n = k.ư n + l; k,l là các hằng số và k Ỷ 0 (ta sẽ chọn k,l sau). 
Khi đó, ta có: 

21-1 

k.v n + l = 3k.v n -\ + 3l-lov n = 3v n + —-—. 

k 


21 — 1 1 

Ta chọn k,l: —-— = 0 ol = ^ vầ k bất kì nên ta chọn -I 
k 2 


Nên ta có dãy ( v n ): 1 


ư n = 3v n -i 

5 . 

VI = 


1 2 

Dễ thấy dãy (v n ) là CSN với công bội q - 3 nên 


k = l 



,, _ „n -1 _ _ ~ qra-l 

Vn-V\.q 2 


ìĩi-l 


Suy ra: 

Ta thấy k bất kì, do đó khi đặt ta chọn k = l. 


1 5.3 re_1 1 

Un = Vn + „ = -—--1- „ . 

2 2 2 


Tưong tự cách làm này ta có được kết quả tổng quát sau: 


Dạng 1: Dãy số ( u n ): U\ - Xo, u n = au n - 1 + b, \/n ^ 2 ( a,b ^ 0 tò các hằng số) có CTTQ 

là: 

Ui + (n-l)b khi a = l 

Un = ị 

1 a 1 - 1 7 7 


U\.a n +b- - khia^l 


a -1 


— 

Ví dụ 1.24 


Xác định CTTQ của dãy ( Un ) được xác định bởi: 

Uị = 2] u n+ i = 2u n + 3n + 2. 


Lời giải. Ổ ví dụ này chúng ta không thể sử dụng kết quả trên được vì hệ số tự do ở đây 
không phải là hằng số mà là một hàm bậc nhất biến n. 

Tuy nhiên chúng ta có thể bắt chước cách giải ở trên làm mất 3n + 2 ở VP, ta đặt : 
u n = k.v n + t.n + l; k,t,l là các hằng số k Ỷ 0. 

Khi đó ta có: 

kv n+ i + t(n + !) + / = 2kv n + 2tn + 21 + 3n + 2. 


Hay là 


£ + 3 l — í + 2 

Vn+1 = 2r„ + —r—.n +--- 

k k 
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Chương 1. DÃY SÔ 


Ta chọn k,t,ỉ sao cho: 


t + 3 

x; 

— t + 2 


o 


t = - 3 

< z = -l, 

k^O 


ta chọn k = 1. 

Nên ta có dãy 

(u»):| yi " 6 =>v n = 6.2 n ~ 1 = 3.2 n . 

[v n = 2 e„_i 

Vậy u n = v n -3n-l = 3.2” - - 1. 

Ta thấy trong cách giải trên không phụ thuộc vào k, nên khi đặt ta có thể chọn k = l. 


Ví dụ 1.25 


_ 9 

1 _ . Tìm CTTQ của dãy ( u n ). 

u n = u n -i + 2n + l 


Lời giải. Với bài toán này nếu ta thực hiện cách làm như trên sẽ không dẫn đến kết 
quả, vì sau khi đặt ta có : 

2 1-í 

Vn+l = V n + T-n+ 

k k 

dẫn đến ta không thể làm mất n được. 

Ta sẽ đi tìm lời giải khác cho bài toán trên. Ta viết công thức truy hồi của dãy đã cho 
dưới dạng sau u n - U n -1 = 2n + l. Từ đây ta có: 

u n = (u n — U n -\) + (u n -1 - u n - 2 ) + ... + (U-2 — U\)+Ui 
= 2« + 1 + 2{n - 1) + 1 +... + 2.2 + 1 + 2 
= 2{n + n- l + ... + 2 + l) + n-l 

= 2—-- 1 - n - 1 = n 2 + 2n - 1. 

2 

Từ kết quả chúng ta tìm được, ta thấy được nguyên nhân mà cách làm ban đầu không 
cho ta kết quả là CTTQ của dãy số là một đa thức bậc hai theo n, mà với cách đặt ban 
đầu thì ta thấy là trong CTTQ của dãy là một đa thức bậc nhất. Từ phân tích này ta có 
thể giải bài toán trên theo cách khác như sau: 

Đặt u n = v n + an 2 + bn + c. Khi đó, ta có: 

v n + an 2 + bn + c - V n -1 + a(n - l) 2 + b(n - 1) + c + 2n + 1. 

Hay v n = v n -i + 2(l-a)n + a- b + 1. Ta chọn 

j 1-a = 0 Ja = l 
ja-ò+l=0 jò=2’ 

c bất kì nên ta chọn c = 0. 

Khi đó: 

J V! = -l 

(v n )\\ ^>v n = V n - 1 = V n -2 = ... = Vi = -l. 

[Vn = Vn -1 
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Vậy u n = v n + n 2 + 2n - n 2 + 2n - 1. 

Vì c bất kì nên ta chỉ cần đặt u n =v n + an 2 + bn = v n + n(an + b ). ■ 


Dạng 2: Từ ví dụ 4 và cách giải thứ hai của ví dụ 5 ta rút ra được cách tìm CTTQ 
của dãy ( u n ) được xác định bởi: 

Ui = x ữ 

\u n =a.u n - 1 + f(n)’ 

trong đó f(n ) là một đa thức bậc k theo n; a là hằng số. Ta làm như sau: 

• Nếu a = l, ta đặt u n = v n + n.g(n) vói g(n) là một đa thức theo n bậc k, thay vào công 
thức truy hồi của dãy rồi ta chọn g{n) thỏa: 

ng(n ) -(n- 1 )g(n - 1) = f(n) 

ta có được dãy ( v n ) là CSN vói công bội q = 1 từ đó ta tìm được CTTQ của dãy ( v n ) suy 
ra ta có CTTQ của dãy ( u n ). 

• Nếu a -ệ 1, ta đặt u n = v n + h(n) với h(n) là một đa thức theo n bậc k. Thay vào công 
thức truy hồi của dãy rồi ta chọn h(n) thỏa: 

h(n) - ah{n - 1) = f(n) 


ta có được dãy ( v n ) là CSN vói công bội q-atừđóta tìm được CTTQ của dãy (v n ). 
Suy ra ta có CTTQ của dãy (u n ). 



Lời giải. Với cách giải tương tự như các ví dụ trên ta đặt: u n = v n + a.2 n . 

Ta có: 

v n + a.2 n = 3 {v n -i + a.2 n 1) + 2 n o v n — 3v n -i + 2 n {a + 2). 

Ta chọn a = -2 => v n = 3r„_i = I»i.3 n_1 = 5.3" -1 . 

Vậy u n = 5.3" -1 - 2 n+1 . u 

Chú ý 3. Trong trường hợp tổng quát dẫy 

(u n ):u n = a.u n -i + b.a n , 
ta đặt u n =x n + y.a n . Khi đó , ta có: 

x n +y.a n = a.x n -1 + ay.a n ~ x + b.a n . 
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Chương 1. DAY so 


Suy ra 


Do đó, nếu aý- a, ta chọn 


Suy ra: 


x n = a.x n -i + [y{a - a) + ba\ a n 1 . 


ba 


y = 


a-a 


OCỵi — CL.Xỵi —2 —^ ^ĨI — X\.CL 


n —1 


ba 2 


.71-1 ha 


u n = (u 1 -—-)a” + — .a n . 

a-a a-a 


Trường hợp a = a^> u n -a.u n -1 = b.a n nên ta có: 

Un = (u„-a.u n -i) + a(u„-i - w„_ 2 ) + ... + a n ~ 2 (u 2 -aui) + Uỵ.a 
Suy ra u n = b{n -1 )a n + Uia n ~ 1 . Vậy ta có kết quả sau. 


n —1 



Chú ý 4. Trong trường hợp a-atacó thể tìm CTTQ của dãy ( u n ) như sau: 
Đặt u n = x n +y.n.a n . Khi đó ta có: 


x n +y.n.a n = a.x n -1 + ay{n - l).a ĩl 1 + b.a n => x n - a.x n -1 + {-y + b).a n 
nên ta chọn y = b. Suy ra 


x n =x\ .a n 1 => u n = (ui -ab)a n 1 + bn.a n = [ab(n-l) + ui]a n 1 



Lời giải. Đặt u n = v n + a.3 n + b.l n + c. Khi đó , ta có: 

v n + a.s n + b.T + c = 5(ư n _i + ữ.3 n_1 + Ò.7" -1 + c) + 2.3” - 6.7” + 12 
ov n = 5 y n _i + 3”“ 1 (2a + 6) - 7” _1 (2Ò + 42) + 4c + 12. 
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Ta chọn a,b,c sao cho : 


2a + 6 = 0 
2b +42 = 0 OI 
4c + 12 = 0 


a = — 3 
6 = - 21 . 
c = -3 


Khi đó: 


v n = 5ư n - 1 ^>v n = v 1 .5 n 1 = 157.5" 1 . 


Vậy u n = v n - 3 n+1 - 3.7” +1 - 3 = 157.5"- 1 - 3 n+1 - 3.7 n+1 - 3. 
Qua ví dụ trên ta có kết quả sau: 


Dạng 4: Để tìm CTTQ của dãy số 


(u n ): 


Ui=p 


u n = a.u n -\ + b.a n + c.Ị3 n + d; \/n^2 


(trong đó a,b,c -ệ- 0;a,f3 -ệ- l;a.Ị3 -ệ a) ta làm như sau: 
• Nếu a = 1 thì u n - u n -1 = b.a n +c.p n + d. Suy ra 


n-2 

Un — U\-\- {u n —i — Un-i-ì) 
i =0 
n -2 

= UI+Y J (b.a n ^ i + c.Ị3 n ~ i +d) 
i =0 

n -2 n -2 

= Ui + Ồ ^ + c ộ n ~ i + d.(«. - 1) 

i=0 ỉ=0 


vếu a -ệ-1, ta đặt 


Ta có: 


fl-a n \ n (1-B n \ 

u n = Ui + b.a. ị - a - lj + C.Ị 3 . ị - - lj +d.(n- 1). 

u n = v n + x.a n +y.ộ n + z. 

v n = a.v n -1 + ( ax-xa + aò)a n_1 + (by-yị3 + ộc) j6 n 1 +z(a - 1 ) + d. 


Ta chọn : 

Khi đó: v n = a.v n -1 nên 


Vn = Vị.a 


n-1 


ab Ị3c d 

x = - T~~- 

a-a p-b 1 -a 

a 2 b p 2 c d \ Ị 


“ 1 -——r~ĩ—-la 

a-a p-b 1 — a 


Un — 


Bl _ ỊfL _ _ jL) 0 »-i + + r + 

a-a p-b 1-a) a-a p-b 1-a 


c d 

-ộ + 


Chú ý 5. vếu a = a /loặc p = a thì khi đặt u n theo v n thì ta nhân thêm n vào trước a n hoặc 

ộ n . 
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Chương 1. DÃY SÔ 



Lời giải. Để tìm CTTQ của dãy (u n ) ta làm như sau: 

Đặt u n - v n + a.3 n + bn + c. 

Ta có: 

v n + a.3" + bn + c — 2 [vn-\ + a.3 n 1 + b{n — 1) + c) + 3" — n 
ov n = 2v n -i + (-a + 1)3" _1 + (b - 1)« -2b + c. 

Ta chọn a - b = l;c - 2. Khi đó: 

v n = 2c„_i => a n = ai.2” -1 = -5.2 n_1 . 


Vậy = -5.2 n_1 + 3" + n + 2. 


Dạng 5: Nếu dãy số (u n ) được xác đinh bởi: 

I u 1 =p 

Ị u n = a.u n -1 + ò.a n + /Xn); Vn ^ 2 ’ 

trong đó f(n) là đa thức theo n bậc k ta tìm CTTQ của dãy như sau: 

• ivểỉ/. a ^ 1 ta đặt u n = v n +x.a n +g{n), vối g(n) là đa thức theo n bậc k. Ta sẽ chọn sao 
cho dãy ( v n ) là một CSN, khi đó ta sẽ tìm được CTTQ của dãy (v n ) từ đó ta có CTTQ 
dãy (u n ). 

• Nếu a = 1 thì ta tìm được u n theo cách làm đã ỏ trên. 


Ví dụ 1.29 


Xác định CTTQ của dãy 


(u n ): u 0 = -1,U1 = 3, u n+ 1 = Ĩ>u n -Qu n -1 \/n ^ 1. 


Lời giải. Ta viết công thức truy hồi của dãy lại như sau: 


Ufi +1 2 u n — 3{u n 2 u n -\). 


( 1 ) 


Đạt VỴI +1 — Uỵi +1 2 UjiỊ ta co: 


\ Vl l ^v n = 5.3 n - 1 ^u n -2u n - 1 = 5.3 n ~ 1 . 
\v n+1 = 3v n 


Từ đó ta tìm được: U n = 5.3" - 6.2". 

Nguyễn Tất Thu 
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Trong lời giải trên ta đã phân tích 5 = 2 + 3 và 6 = 2.3 để viết lại công thức truy hồi như 
(1), từ đó ta đưa vào được dãy phụ ( v n ) là một CSN. Các hệ số xuất hiện trong công thức 
truy hồi là 5;6 nên ta dễ dàng tìm được mối liên hệ, trong trưòng hợp tổng quát ta có 
luôn phân tích được các hệ số như vậy hay không ? Nếu được thì phân tích như thế nào 
?. Ta xét ví dụ sau: 


r > 

Ví dụ 1.30 




Cho dãy số (u n ) được xác định bởi: 


j U0 = 1]U1 = 2 

\ U n +1 = 4u„ + u n -\ vo 1 
Hãy xác định CTTQ của dãy {ụ rì). 

Lời giải. Gọi x,y là hai số thỏa mãn: -Ị x + y 4 => x,y là nghiệm PT: X 2 -4X -1 = 0 oX = 

[xy = -1 

2 ± Vỗ, ta chọn X = 2 + V5;ỵ = 2- Vẽ. Ta có: 


— (x + y)u n xyu n -i ^ nn+\ x.Un — y^M-n xUn— i). 


Đặt v n = u n -x.u n - 1 V 1 = 2-X và v n+1 = y.v n . Suy ra 


v n = vI.y n 1 = (2 - x)y n 1 u n -X.u n -1 = (2 -x)y n 1 


Từ đó, ta có: 



Ví du 1.31 


Cho a,b,c là các số thực khác không và dãy (u n ) được xác định bởi 


u 0 = p; Ui = q 
Un +1 = ữ.u n + b.u n — 1 


Hãy xác định CTTQ của dãy (u n ) ? 


Lời giải. Ta viết lại công thức truy hồi của dãy đã cho như sau: 


nri+\ x.Uỵi — y(u n x.xin— i). 


Ta xác định x,y sao cho: 


x + y = a 
xy = -b 


=> x,y là nghiệm PT: 


X 2 -aX - 6 = 0. 


( 1 ) 


Nguyễn Tất Thu 



















24 


Chương 1. DÃY SÔ 


Giả sử tồn tại tại x,y, tức là phương trình (1) có nghiệm. Đặt v n = u n -x.u n - 1 . Ta có: 


v 1 = q-x.p _ ! 

^v n ={q-xp)y 

Vn+l=yv n 


Suy ra: 

Un - x.u n -1 = (q-px)y n ~ 1 . 

• Nếu (1) có hai nghiệm phân biệt, hay xỶy. Ta có: 


_ yp-q.M , Q-xp ..n 

u n = —- -X + --— y . 

y-x y-x 


• Ta xét trưòng hợp còn lại: (1) có nghiệm kép thì X = y = ^ .Suy ra 

2 


Từ đó ta tìm được: 


Un--Un-1= (q■ 


ra\n—i pa ap 

I It +<9 “2 )b 


Vậy ta có kết quả tổng quát sau: 


Dạng 6: Cho a,b,c là các số thực khác không; a 2 -4Ò ^ 0 và dãy ( u n ) được xác định 
hỏi: 

u 0 = p; Ui = q 
I^TỊ+I = ữ.u n + b.u n -i 


Khi đó: 

• Nếu a 2 - 4Ò > 0 thì 


y.UQ-ui Ui-X.UQ 

u n = — X + — y , 

y-x y-x 

trong đó X, y là nghiệm của phương trình : X 2 - aX -b - 0 (1). 


Nếu a 2 - 4Ò = 0 thì 


(a\ n ~ 1 

= V2 J 


pa 


+ (q 


ap 


)n 


2 2 

Phương trình (1) gọi là phương trình đặc trưng của dãy. 


Chú ý 6. Để xác định CTTQ của dãy ( u n ) nói trên ta có thể trình bày như sau: 

Xét phương trình đặc trưng (1). 

• Nếu (1) có hai nghiệm phân biệt Xi,X 2 thì u n = x.X" +y.x%, dựa vào UQ,U\ ta tìm được 
x,y. 

• Nếu (1) có nghiệm kép Xi =X 2 = a thì u n = ipn + q).a n , dựa vào uo,ui ta tìm được p,q. 


Nguyễn Tất Thu 
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Lời giải. Ta tìm cách làm mất vế phải trong công thức truy hồi của dãy, bằng cách: Đặt 
u n = x n + an 2 + bn + c. Thay vào công thức truy hồi của dãy và rút gọn ta được x n - 5x n -i + 
6x„_i + 2 an 2 - (14 a + 2 b)n + 19 a - b + 2c = 2 n 2 + 2n + 1 Ta chọn a,b,c: 


2a = 2 
14a + 2ò = -2 o < 
19a - b + 2c = 1 


a = 1 
6 =-8 
c = -13 


Khi đó: 


Từ đây ta tìm được: 


(Xtj) : 


1 Xo = 12; Xi = 23 
[x re -5x n -i + 6 x n -2 = 0 


x„ = 13.2" -3 n ^u n = 13.2" - 3" + n 2 - 8n - 13. 



Lời giải. Đặt u n - x n +g(n) với g(n ) là một đa thức theo n. Thay vào công thức truy hỗi 
của dãy ta được: 

a.x n + b.x n -1 + c.x n -2 + a.g(n) + b.gin - 1) + cg(n - 2) = f(n). 

Ta chọn g(n) :a.g(n) + bg{n - 1) + cg(n - 2) = f(n ) (*). 

Khi đó: a.x n + bx n - 1 + c.x n -2 = 0. Từ đây, ta có được CTTQ của dãy (x n ), từ đó ta tìm được 
CTTQ của dãy (u n ). 

Vấn đề còn lại là giải phưong trình (*). 

Giả sử 

g(n) = aỵn k +dk-in k ~ 1 +... + a\n + ữo 
là đa thức bậc k. Khi đó hệ số của x k và x k ~ x trong VP là: 

ak-(a + b + c)x k và [-(ồ + 2 c)k.cik + (d + b + c)dk-i\x k ~ 1 . 


Nguyễn Tất Thu 
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Chương 1. DẪY SÔ 


Do đó : 

* Nếu PT: aX 2 + bx + c = 0 (1) có nghiệm hai nghiệm phân biệt khác 1 thì a + b + c Ỷ 0 nên 
VT(*) là một đa thức bậc k. 

* Nếu PT (1) có hai nghiệm phân biệt trong đó có một nghiệm x = l=>a + ò + c = 0và 

-(b + 2c)k.dk + (a+b + c)dk -1 = -(b + 2 è).k.dỵ Ỷ 0 

nên VT là một đa thức bậc k-1. 

* Nếu PT (1) có nghiệm kép x = l=>a + ò + c = 0và 

[-(b + 2 c)k.dk + (d + b + c)ak-i\x k ^ 1 = 0 

nên VT(*) là một đa thức bậc k-2. 

Vậy để chọn g(n ) ta cần chú ý như sau: 

• Nếu (1) có hai nghiệm phân biệt, thì g{n ) là một đa thức cùng bậc với f{n). 

• Nếu (1) có hai nghiệm phân biệt, trong đó một nghiệm bằng 1 thì ta chọn g(n ) là đa 
thức lớn hơn bậc của f{n) một bậc. 

• Nếu (1) có nghiệm kép X = 1 thì ta chọn g{n) là đa thức có bậc lớn hơn bậc của f{n ) hai 

bậc. ■ 


Dạng 7: Để tìm CTTQ của dãy 

(u n ):\ uơ p:u^c, _ 

[a.u n+ 1 + b.u n + c.u n —\ - f(n) ;Mn^ 2 

(trong đó f(n) là đa thức theo nbậc k và b 2 -4ac ^ 0) ta làm như sau: 

• Xác định đa thức g{n ): a.g(n) + bg(n - 1) + cg(n - 2) = f(n), trong đó g{n) là: đa thức 
theo n bậc k nếu PT (1) có hai nghiệm phân biệt khác 1; đa thức bậc k +1 nếu (1) có 
hai nghiệm phân biệt trong đó có một nghiệm bằng 1; đa thức bậc k + 2 nếu (1) có 
nghiệm kép X = 1. 

• Khi xác định được g{n) ta đặt u n = x„ + gin), ta có dãy (x„) được xác định bởi: 

í XQ= p -g(0); X\ = U\ -g(l) 

Ịa.x re+ 1 + bx n + cx n -1 = 0 Va ^ 1 

Từ đây ta xác định được CTTQ của (x n ), từ đó ta tìm được CTTQ của dãy (u n ). 



Nguyễn Tất Thu 
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Lời giải. Đặt u n = x n +y.2 n . Khi thay vào công thức truy hồi ta không làm mất 5.2 n ở 
VT. Ta sẽ đi tìm cách giải khác cho bài toán này Ta viết công thức truy hồi của dãy như 
sau: 

(u n -2u n -i)-3(u n -i-2u n -2) = 5.2". 

Đặt 

x n = Ufi — 2Uĩi—\ —^ x n — 3Xìi—i = 5.2 . 

Suy ra: 

Xn = 25.3" -1 - 10.2" ^u n - 2u n -i = 25.3" -1 - 10.2". 

Ta đặt u n = v n + a. 3" + bn. 2" Ta được: 

Vn = 2v n -i + (25 - a) 3" _1 - (6 + 10)2". 

Ta chọn a - 25, b = -10. Suy ra 

v n = Ư 0 .2" = -26.2" ^u n = 25.3" - (5 n + 13).2" +1 . 


Chú ý 7. Dựa vào CTTQ đã xác định ở trên, ta có thể giải bài toán trên theo cách khác 
như sau: 

Đặt u n = x n +yn. 2", ta có: x n - 5x„-i + 6x n -2 -y.2" -1 = 5.2", ta chọn y = -10, suy ra 


iXn ): 


ị X0 = -l;xi = 23 

I x n - 5x n -i + 6x„-2 = 0 Vn ^ 2 


Tù đây, ta có: 

x n = -26.2" + 25.3" => = 25.3" - (5 n + 13).2" +1 . 



Lời giải. Vối dãy số này nếu ta đặt u n = x n + y. 2" thì khi thay vào công thức truy hồi của 
dãy ta không xác định được y. Nên ta sẽ tìm cách giải khác cho bài toán này. Ta viết lại 
công thức truy hồi của dãy như sau: 

(u n - 2u n -ì) - 2(u n -i - 2u n -‘ì) = 3.2". 


Đặt x n = u n - 2u n -i, ta có: 


x n -2x n -i = 3.2". 


Ta có: 


Xn = (6/1 - 5).2" _1 => u n - 2ií n -i = (6/1 - 5).2" _1 


Nguyễn Tất Thu 
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Chương 1. DAY so 


Suy ra 


u n = (u n -2u n -i) + 2(u n -i -2u n - 2 ) + ... + 2 n 1 (u 1 -2uo) + 2 n .u 0 
= 2 n ~ 1 ỵ j (6i-5) + 2 n = 2 n ~ 1 6^ỉ-5a + 2 

'-1 i=l 


i = l 

(n + l)n 

6 , -5n + 2 


2 n ~ 1 = (3n z -2n + 2)2 n ~ í . 


n -1 


Chú ý 8. Từ CTTQ của dãy ( u n ) ta có thể giải bài toán trên theo cách khác như sau: 
Đặt u n = x n +yn 2 .2 n . Ta có: 


x n - 4x„_i + 4x„-2 + 2y.2" = 3.2". 


Ta chọn y = ^ => (x n ): 


Ị xo = l;xi = 0 

I x„ - 4x„-i + 4x„-2 = 0V/ĩ^2 


Ta tìm đưọc:x n = (2 - 2ra)2" h Suy ra 

u n =(2- 2n).2 n ~ 1 + 2>n 2 .2 n ~ x = (3ra 2 - 2« + 2)2" _1 . 


Tử òa ví dụ trên ta rút ra được nhận xét sau: 


Dạng 8: Cho dãy số ( u n ) xác định bởi: 

Uq-,U 1 

|u„ + b.u n - 1 + c.u n - 2 = d.a n ; dn ^ 2 

Để xác định CTTQ của dãy (u n ) ta làm như sau: 

• Nếu phương trình : 

X 2 + bX + c = 0. 


có hai nghiệm phân biệt khác a thì ta đặt 


Un — x n + ọ 7_ .a . 

aa z + oa + c 

Ta có; a.x„+i + òx n + c.x n _i = 0. Từ đây ta tìm được x n => u n . 
• Nếu x = a là nghiệm đơn của (1) thì ta đặt: 


Un — X/Ị 


da 2 
b + 2c 


n.a 


ta có: a.Xn+1 + bx n + c.Xn-1 = 0. Từ đây ta tìm được Xn => Un- 
• Nếu X = a là nghiệm kép của (1) thì ta đặt: 


Un — Xft ~l~ 


da 2 o 

, „ , , /r 
òa + 4c 


ta có: a.Xn+1 + bx n + c.Xn-1 = 0. Từ đây ta tìm được Xn => a„. 


( 1 ) 


Vối cách xây dựng tương tự ta cũng có được các kết quả sau 
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Dạng 9: Cho dãy (u n ) xác định bởi : 

I u 1 = x,U2 = y,u 3 = z 

\au n+ 2 + bu n+ i + cu n + du n -\ = 0 dn ^2 

Để xác định CTTQ của dãy ta xét phương trình: 

ax 3 + bx 2 + cx + d = 0 (1) 

( (1) gọi là phương trình đặt trưng của dãy). 

• Nếu (1) có ba nghiệm phân biệt X 1 ,X 2 ,X 3 thì 

u n = ax™ + ộx\ + ỴXg. 

Dựa vào UQ,U\,U 2 ta tìm được a,f3,ỵ. 

• Nếu (1) có một nghiệm đơn, 1 nghiệm kép: X\ = X 2 Ỷ x 3 thì 

u n = (a + /3n)x1 + ỵ.Xg. 

Dựa vào UQ,U\,U 2 ta tìm được a,f3,ỵ. 

• Nếu (1) có nghiệm bội 3 X 1=X2 = X 3 thì 

u n = (a + Ị3n + yn 2 ‘)x\. 

Dựa vào UQ,UI,U 2 ta tìm được a,f3,ỵ. 



Lời giải. Xét phương trình đặc trưng : 

x 3 -7x 2 + 11x-5 = 0. 

Phương trình có 3 nghiệm thực: Xi = X 2 = 1, x 3 = 5. 

Vậy 

a n = a + /3n + ỵ5 n . 

Cho n = 1, n = 2, ra = 3và giải hệ phương trình tạo thành, ta được 

1,3 1 

a = -ủ’ ộ 4- r= Ĩ6- 

Vậy a n = -Ặ- + Ệ (/1 -1) + -^7.5 re_1 . 

■ ■ 16 4 16 


Nguyễn Tất Thu 










30 


Chương 1. DAY so 



Lời giải. Ta có: 

u n = + u n —2 + 2 iƯ n -2 = 2u n -i + u n -2 + 2(u re _i — 2 u n - 2 ) 

Suy ra = 4ỉí„-i -3u n -2 và Wi = 5. 

Từ đó ta tìm được: 

1 + 3" +1 o -1 + 3” +1 

Un — 2 —^ ^71 — ^ 71+1 — — 2 • 

Chú ý 9. Cho dẫy {x n ),(yn) xác định bởi: 

ịx n +i =px n + qy n XI =a 

\yn+i = ry n + sx n yi = b 

Để xác định CTTQ của hai dẫy (x n ),(ỵn) ta làm như sau. 

Cách 1. Ta biến đổi được: 


Xn+ 1 - (p + s)x n + (ps - qr)x n -1 = 0, 


từ đây ta xác định được x n , thay vào hệ đã cho ta có được y n . 
Cách 2: Ta đưa vào các tham số phụ Ằ, Ằ' 


Xn+l - ky n+ 1 = (p- Ảs)(x n - 

< 

Xn + 1 + X'y n+ 1 = (p+ Ả's){x n + 


q-hr.. X 
, yn) 
Ảs-p 

Ợ + AV 

yn) 

p + Ằ's 


Ta chọn Ẳ, Ả' sao cho 


Khi đó 


Suy ra 


' q — Ằr 
< - As -p 

Ằ' = q + Ả ' r 
Ằ's + p 


I *71+1 - Ẳy n +1 = (p- Ẳs)(x n - Ảy n ) 
1*71+1 + Ả'y n+Ĩ = (p + Ả's)(x n + x'y n ) 

I *71+1 - Xy n+ 1 = {p- Ảs) n (x 1 - Ảy i) 
1*71+1 + Ả'y n +1 = (p + Ấ's) n {x 1 + Ả' yì) 


giải hệ này ta tìm được ( x n ), ( y n ). 
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Ví dụ 1.38 


Tìm CTTQ của dãy 


(u n ):< 


u 1 = 1 

u n = — - —— Vre ^ 2 

3a„_i + 4 


Lời giải. Ta có 

1 3u re _i + 4 3 1 

— = " = ^ + 2—— . 
Un ‘2u n -\ 2 u n -\ 


Đặt x n - ta có: 

Un 

X\ = 1 

< „ . 3 

x n — 2x n -\ + — 

g 2«-l_ g 2 

ta tìm được: x„ = ————— => u n = _, —■ 

v 2 5.2”- -1 - 3 


Ví dụ 1.39 


Tìm CTTQ của dãy số 


(u n ): < 


Un — 


u 1 = 2 

-9u n _i -24 
5u n -i 4~13 


Mn> 2 


Lời giảr. Ta đưa vào dãy phụ bằng cách đặt u n = x n + a. Thay vào công thức truy hồi, ta 
có: 

-9x„-i - 9a - 24 (-9 - 5a)x n -i - 5a 2 - 22a - 24 

x n + a = —--—— => x n =----— -—-. 

5x„_i + 5a + 13 5x„_i + 5a + 13 

Ta chọn 


a : 5 a 2 + 22 a + 24 = 0 => a = -2 => X\ = 4. 


Khi đó 


_ Xfi —1 

Xre_ 5x„_i + 3 

_ 1 _ _ , 3 

=> — = 54——— 

Xn Xfi —1 

1 11.3 1 - 10 

=> - = ----- 

x n 4 

4 

=> x n = r — 

11.3 n_1 -10 

-22.3 re_1 + 24 
=> u n -x n -2 = ĩ ———. 

11.3" -1 -10 
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Chương 1. DÃY SÔ 


Chú ý 10. Cho dãy 

, * _ _pu n -l + q w . 0 

:ui = a; u n = — dn ^ 2. 
ru„-i + s 

Để tìm CTTQ của dãy ( u n ) ta làm như sau: Đặt u n = x n +1, thay vào công thức truy hồi 
của dãy ta có: 

px n -i+pt + q ẩ (p-rt)x n -i-rt 2 + (p-s)t + q 

Xn = —— , _ - t =-- ——— -- ( 1 ). 

ru n -i + rt + s rx n -i + rt + s 

Ta chọn t : rt 2 + (s -p)t - q - 0. Khi đó ta chuyên (1) về dạng: 


— =a ——b b. 
Xn x n - 1 


Từ đó ta tìm được suy ra x n ^>u n . 

Xn 



Lời giải. Ta có: 


I u n = uị_ 1 + 2vị_ 1 ịu n + V2ư n = (u n -i + V2ư n - 1 ) 2 

\ \Ỉ2v n = 2\Í2u n -\V n -\ I Un - \Ĩ2v n = (.Un- 1 - V2v n -l) 2 


Do đó 


Suy ra 


u n + V2v n =(ui + V2vi) 2 = (2 + V2) 2 

u n -V2v n =(u\-\f2v{) 2 = (2 - \/2) 2 


< 


Un 
Vn = 



ọỉi-1 _ ọn-1 

(2 + v/2) + (2 - V2) 

ọỉi-1 _ ọn—1 

(2 + V2) -(2-v/2) 



- > 

Ví dụ 1.41 





Xác định CTTQ của dãy số 



(x n ):1 

X\ = 2 

X 2 1+2 

x n = 1 - dn^2 

2x„-i 


Lời giải. Xét hai dãy 

Nguyễn Tất Thu 
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I Ul = 2 „ I Un = út ì + 2vi ! 

(u n ),(v n ):\ \h\ " 1 n 1 vo 2. 

h>i = l y„ = 2ií n _iy w _i 


Ta chứng minh x n = — (*). 


a. = 2 => X 2 = — = 2=>n = 2 (*) đúng. 
, c 2 

Giả sử 


^71 — 1 — 


Un—1 
Vn -1 


•Tí! 


_*ỉ-l +2 _“ỉ-l +2l; ỉ-l_“» 


/I—± _ Ai —1 ri— 1 _ 

2x w _i 2 m ? j_ 2 C ? ị_i v r 


Suy ra (*) được chứng minh. 

Theo kết quả bài toán trên, ta có: 


X, 


= \Ỉ2 


(2 + v/2) 2 " 1 + (2 - v / 2) í 




__ 0/1-1 __ 0/1—1 * 

(2 + v/2) - (2 - \/2) 


Chú ý 11. Tử các/i gỉảỉ hai ví dụ trên ta có chú ỷ: 

1) Để tìm CTTQ của hai dãy số (u n ),(ưn) được xác định bởi: 


ịu n = uị^ + a.vị^ ;uị = a 
\ v n = 2v n -iu n - 1 ; Vi = /3 


(trong đó a là số thực dương) ta làm như sau: 

Ta có: 

I u n = uị _ 1 + a.vị _ 1 Uu n +^ãu n -i = {u n -i +Vãu n -i ) 2 
1 y/ã.Vỵi — 2\fã.VỴi—\u n —\ [ (ĩí/Ị - \Jãu n -\ — (u n —1 — \J~ãu n — i) 


Suy ra 


Un 
Vn = 


\a + P\/ã ) 2 +(a- ộ\/ã) 

{a + ộ^ã) 2 -(a-/3\/ã) 


2sfã 


2«-l 

2 n-l 


2) Để tìm CTTQ của dãy 


X\ = a 


(^71) • \ 


Xn — 


x l-ĩ +a 

2x n -\ 


ta làm như sau: 
Xét hai dãy 


(u n ), {v n ): 


ịu n = uị_ 1 +a.vị_ 1 ; u I = a 
[ v n =2v n -\u n -i; Vi = l 


Khi đó: 


2/1-1 _ í 

u n —(a + v/ã) + (a- v / ãy 

Xfi — — \ d' 


l/l-l 


V 


n 


(|a + s/ã ) 2 +(a- v / õ ) 2 


Nguyễn Tất Thu 




Lời giải. Ta có: U 2 = 9; U 3 = 89;U4 = 881. Giả sử: u n = xu,!-! + yu n - 2 , suy ra 

J 9x + y = 89 J X = 10 
[89x + 9y = 881 0 |y = -l' 

Ta chứng minh: u n = 10u„_i - u n - 2 , Vu ^ 3. 

Từ công thức truy hồi của dãy ta có: 

(u n - 5u n -if = 24 uị_! - 8 

^ ~ IdlÍTỊÍÍTỊ —1 + U n —\ + 8 — 0. (1) 

thay n bởi n -1, ta được: 

u|_ 2 -10u n -2Wn-l + U^_ 1 -8 = 0 (2). 

Từ (1),(2) => u n - 2 ,u n là hai nghiệm của phương trình : 

t 2 - 10u„_it + u\_ x -8 = 0. 

Áp dụng định lí Viet, ta có: 

Un + Un —2 - 10u,j— !• 

y/6- 2/ ^ /-"vtt-l \/6 + 2/ ^ /-"vra-l 

u n = l^—l 5-2\/ẽ +^-^5 + 2\/ẽ . 

2^6 1 j 2^6 1 j 


Vậy 











Chương 2 


GIỎI HẠN DÃY SỐ 

2.1 Định nghĩa 

Định nghĩa 2.1. Dãy ( u n ) được gọi là có giói hạn (hoặc hội tụ) bằng l, kí hiệu limu„ = ỉ 
nếu vối mọi E > 0 nhỏ tùy ý, luôn tồn tại số tự nhiên no sao cho \u n -l\<£ V /1 > /lo- 

r | Ví dụ 2.1 - 

V_' 

. . 1 b 2/1 + 1 „ 

Chứng minh răng lim — = 2. 

n + 1 


Lời giải. Với £ > 0 nhỏ tùy ý, ta có 


2/1 + 1 o 


1 

/1 + 1 


/1 + 1 


1 

< £ o n> — 1. 
£ 


Do đó, ta chọn no = 



thì ta có 


2/1 + 1 

-2 

n +1 


<£, 


V/1 > n 0. 


Vậy lim -7-7-- = 2. ■ 

Định nghĩa 2.2. Dãy số (u n ) được gọi là có giói hạn dần về dường vô cực, kí hiệu lima n = 
+00 nếu vối mọi số thực dương M lớn tùy ý, luôn tồn tại số tự nhiên no sao cho u n > M vói 
mọi n > /iQ. 


Định nghĩa 2.3. Dãy số ( u n ) được gọi là có giói hạn dần về âm vô cực, kí hiệu lim u n = - 00 , 
nếu lim(-u„) = + 00 . 



- ^ 

Ví du 2.2 





Chứng minh rằng 

9 r 2 ~ n 
z. lim-= — 00 . 


n 

\fh 
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Chương 2. GIÔI HẠN DĂY số 


Lời giải. 1) Với mọi số thực dương M lớn tùy ý, ta có: 

a 2 + 11 2 M + CM 2 -4 

>M o n -Mn + 1 > 0 o n > --4--. 


n 


Ta chọn no - 


M + V M 2 - 4 


thì ta có: 


n 2 +1 


n 


> M, Vn > no- 


n z + 1 


+oo. 


Do đó: lim 
2) Vối mọi M > 0 lớn tùy ý, ta có: 

n — 2 


\fh 


> M o n-M\fn- 2 > 0 o « > 


' M +c M 2 + 8' 


Ta chọn «0 = 


'm+CM 2 + 8' 


thì ta có: 
n- 2 


\/ã 


> M, Vn > «0- 


Do đó: lim—— = -co. 

yã 

Chú ý 12. Ta có các giới /lạn. cơ òản. sau 


• lim —r = 0 vói k eN* 

n k 

• Nếu \q \ < 1 í/lì lim q n = 0 

7ỉ-*+00 

• vếu u n -c (với c là hằng số) thì lim u n = lim c = c 

>+CXD 71—>+0o 

• limn* = +oo cớỉ mọỉ k > 0 

• lim ợ" = +oo với mọi q > 1. 


2.2 Các định lí về giới hạn 

Định lí 2.1. Nếu dãy ( u n ) có giói hạn hữu hạn thì giới hạn đó là day nhất. 

Chứng minh. Giả sử limu„ = l và limu„ = V. Khi đó, theo định nghĩa thì với mọi £ > 0 nhỏ 
tùy ý, luôn tồn tại các số tự nhiên n\,n<i sao cho 

\u n -1\< £ dn > n\ vầ \u n -l'\ <£ dn>U 2 . 

Đặt no = max{«i,« 2 h khi đó với mọi n > no ta có 

\l -l'\ ^ \l - u n \ + \ u n - 1'\ < e + £ = 2c. (1) 

Vì (1) đúng với mọi £ > 0 nhỏ tùy ý nên ta có l - V. 

Vậy định lí được chứng minh. □ 
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Định lí 2.2. Cho dãy số ( u n ) có giói hạn hữu hạn ỉ. Khi đó 

a) Dãy (u n ) bị chặn 

b) Các dãy con đều có giói hạn là l. 

Chứng minh. Giả sử dãy số ( a n ) có giối hạn bằng L. Ta sẽ chứng minh (a„) là dãy số bị 
chặn. 

Thật vậy, xét £ = 1. Với mọi n ^ no, với no là số nguyên dương nào đó, ta luôn có I a n -L\ < 1. 
Suy ra \a n \ - \L\ ^ \a n -L\ < 1 với mọi n^no hay \a n \ < \L\ + 1 với n ^ no- 
Gọi M là số lớn nhất trong tập hợp hữu hạn 

{|ail;|a 2 l;...;|ajv-i|} 


và đặt K = max{M + 1, \L\ + 1}. 

Khi đó I a n I < K với mọi neN*. Đây chính là điều cần chứng minh. □ 

-\ 

— Ví dụ 2.3 - 

Chứng minh dãy (u n ): u n = (-1)" không có giới hạn hữu hạn khi n —>■ +oo. 


Lời giải. Ta có limu27ĩ = lim(-l) 2,í = 1 và Iima2rc+1 = lim(-l ) 2,ỉ+1 = - 1 . 

Từ đó, suy ra dãy (w„) không có giới hạn khi n — +oo. ■ 

Định lí 2.3. Cho limu„ = a, limưrc = b. Ta có: 

• lim (u n + v n ) = a + b • lim (u n .v n ) = a.b 

• lim (u n -v n ) = a-b * = 


• Nếu Un^QMn thì lim ^/ĩTn = \fã. 

Chứng minh. Ta chứng minh công thức limu„.c„ = ab. Các công thức khác được chứng 
minh tương tự. 

Vì \im.u n = a, limc„ = b nên dãy ( ư n ) bị chặn, tức alf tồn tại số nguyên dương M sao cho 
\v n \ < M dn e l\l và với mọi £ > 0 nhỏ tùy ý, luôn tồn tại các số tự nhiên m, U 2 sao cho 

£ £ 

\u n -a\< ———— dn>ni và \v n -b\<——— Va>« 2 - 
M +\a\ n M +\a\ 

Đặt no =max{/ii,/i 2 }. Khi đó với mọi n > n 0 ta có: 

\u n .v n -ab\ = \v n (u n -a) + a(v n -b)\ ^ \v n \\u n -a\ + \a\.\v n -b\ <£. 

Suy ra lim u n .v n = ab. □ 
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Chương 2. GIỚI HẠN DẪY số 



Lời giải. Ta chia làm các trường hợp sau 

TH 1 :n = k, chia cả tử và mẫu cho n k , ta được 


A = lim 


ctk-1 , , «0 

dk H—"—— + ... H-r 

_ n _ n^_ _ 

bp-1 b 0 bn 


bp + 


+ ...+ 


n n 

TH 2: k > p, chia cả tử và mẫu cho n k , ta được 


k 


A = lim ■ 


aỵ-1 a 0 

a k + ^- ± + ... + ^ 


n 


n 


p bp-1 bo 

——I , ——r + ... + —7- 

k 


+00 khi dkbp> 0 
-00 khi dkbp < 0 


n k-p n k-p +1 n 


TH 3: k < p, chia cả tử và mẫu cho n p , ta được 


do 


a k a k-i 
A = lim lIZ = o. 

bp+ hg + ... + ^- 

p n nP 


Ví dụ 2.5 


Tìm giới hạn 


A = limỊ\/ n 2 + n + l-2\/n 3 + n 2 - 1 + n). 


Lời giải. Ta có: 
Mà: 


A = lim 


(Vn 2 + n + 1 - nị - 2 Ị ụ n 3 + n 2 - 1 - 
lim Ị V n 2 + n + 1 - n j = lim 


Cn 2 + n + l + n 
1 

1 + - 


= lim 


n 


1 1 

1 + -7 + -70 + 1 
n n A 


1 

2 ' 


lim Ị \//i 3 + ft 2 - 1 - n j = lim 


tt 2 -l 


= lim- 


yi(re 3 + re 2 - l) 2 + ra. Y^re 3 + re 2 - 1 + re 2 
1 

1-4 

re z 


(11 


1 H J-77 + \ 1 H-õ + 1 

n 4 n 6 ) V re re 3 


1 1 


1 

3 
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,1 2 
Vậy A = - -- 
2 3 


1 




Lời giải. Ta có 1 ,a,a 2 ,...,a n là một cấp số nhân công bội a nên: 


__2, , „ l-a n+1 

1 + ữ + ữ +... + ữ — —-- 

1 -a 


Tương tự: 

1 _ h n+1 

1 + b + b 2 + ... + b n = \ , . 

1-0 

1 -a n+1 

Suy ra A = lim ^ - -——. ■ 

l-b n+1 1 -a 

1-6 

Định lí 2.4. (Nguyên lí kẹp) Cho ba dãy số ( a n ), (ò„) và (c„) thỏa mãn a n ^b n ^ c n vói 
mọi n^UQt N*. Khi đó nếu lima„ = limc ra = L thì limò„ = L. 


Chứng minh. Với mọi số nguyên dương n ta có: 


\bji — L\ = \b n — a n -Ya n — L\ ^ \b n — a n \-¥\a n — L\ 

— bn — aJI + \a n — L\ ^ c n — aII + \a n — L\ 

= c n — L + L — a n + \a n — L\ ^ \c n — Z/1 + 2i\a n — L \. 


Xét số dương E. Vì lima„ = limc„ = L nên tồn tại số nguyên dương N để I a n -L I < ^ và 

o 

£ 

I c n -L I < ^ vối mọi n^N. 

3 

Theo các khẳng định trên thì I b n -L\ < E với mọi n^N. Vậy limò re =L. □ 


Ví dụ 2.7 


Chứng minh các giới hạn sau 


cr 

1. lim , = 0 
n\ 


2. lim ựã = 1 với a > 0. 


Lời giải. 1) Gọi m là số tự nhiên thỏa: m +1 > \a\. Khi đó với mọi n > m + 1. Ta có: 

I a\ m < 


0< 


a 


n\ 


Mà 


a a a 
12 m 


lim 


a 


a 


m +1 n 


< 


m\ 


a 


y m +1 


a 


K m + 1 


= 0 . 
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Chương 2. GIÔI HẠN DÃY số 


d 

Từ đó suy ra: lim —7 = 0 . 

nl 

2) Nếu a = 1 thì ta có đpcm. 
• Giả sử a > 1 . Khi đó: 


a = [1 + [y/ã- l)\ n > n [ựã- 1 ). 


Suy ra: 0 < ựã- 1 < — —► 0 nên lim ựã = 1 . 

n 


Với 0 < a < 1 thì 


— > 1 => lim {/— = !=> lim ựã = 1. 


a 


a 


Tóm lại ta luôn có: lim ựã = 1 với a > 0. 


Ví dụ 2.8 

Dãy số (x n ) thỏa mãn điều kiện 1 < Xi < 2 và X n+ 1 = l + x n - -xị,Mn e l\l*. Chứng minh 
rằng dãy số đã cho hội tụ. Tìm limx w . 


Lời giải. Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp bất đẳng thức sau: 


.-y/2 


< -7, Vai ^ 3 . 
2 n 


Thật vậy ta kiểm tra được ngay bất đẳng thức đúng với n - 3. 
Giả sử bất đẳng thức đúng với n ^ 3, tức là 


Khi đó ta có: 


%n +1 


-V2 


2 

„ 1 

2 

1 

< - 


X, 


X, 


-V2 


< 


2 n ' 


- V 2 2 - \Í2 - x n 


Xỵ, 


Xỵ. 


-s/2 ( V 2 -X 

/-11 1 
-V 2 < 7-7 = —77. 
2 2 n 2 n+1 


- 2 V 2 ) 


Do đó bất đẳng thức đúng đến n +1 . 

Mặt khác do lim 77 - = 0 nên từ bất đẳng thức trên và nguyên lý kẹp ta có 
2 n 


lim ịx n - V 2 ) = 0 => limx n = \Í2. 


Định lí 2.5. (Định lí Weierstrass) Mọi dãy tăng và bị chặn trên hoặc giảm và bị chặn 
dưới đều có giói hạn hữu hạn. 
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Ví du 2.9 

s, 





Cho dãy số ( x n ) được xác định như sau: 


Xi = l,X2 = 2,X n+ 2= \/x^ỊĨ+ ựĩd, vo 1. 

Chứng minh rằng dãy số đã cho có giối hạn và tìm giới hạn đó. 


Lời giải. • Bằng quy nạy ta chứng minh: x n < 4, Mn (1). 
Ta có: Xi = 1 < 4 nên (1) đúng với n = 1. 

Giả sử Xk <4, Mk ^ n, khi đó: 


Xn+l = y/x^i + s/x n -1 < VÃ + VÃ = 4. 


Từ đó suy ra (1) đúng với mọi n. 

• Ta chứng minh dãy (x„) là dãy tăng. 

Ta có: Xi < X 2 - Giả sử Xk > x/e- 1 , Mk ^ n, khi đó: 

Xfi+1 ~ x n — \Jx n — \JX n —2 ^ 0 ^ Xỵi + 1 > x n . 


Từ đó suy ra dãy ( x n ) hội tụ. 

Đặt limx,i = X > 0, ta có X là nghiệm của phưong trình : x= \/x+ \/x^>x = 4. 

Vậy limx„ = 4. ■ 


Ví dụ 2.10 


Cho (x„) được xác định bởi Xi = ^ và 


/ o 20?1 + 21 

Xn+1 = \xị-12x n + —— ,n = 1,2,. 
V «, +1 


Chứng minh (x„)có giới hạn hữu hạn và tính gới hạn đó. 


Lời gíảí. +) Ta chứng minh x„ > 2, e N* bằng qui nạp theo n(*). 

5 

Ta có n = 1,X1 = ^ > 2nên (*) đúng khi n = 1. 

Giả sử x n > 2. Khi đó : 


Xn+l > 2 o x n+ ỵ > 4 


o x n - 12x„ + 


20 n + 21 
n +1 


> 4 


o xỉ? - 12x„ + 16 H-— > 0 

n + 1 
„ 1 

o (x n + 4)(x„ - 2r + —7- > 0 
n +1 


( BĐT này đúng). 

+) Ta chứng minh (x„) giảm theo qui nạp. 


Nguyễn Tất Thu 
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Chương 2. GIÔI HẠN DÃY số 


Giả sử 2 < x n < X n -1 < ... < XI = 
Ta sẽ chứng minh 


2 2 
3-71+1 < x n o x; +1 < x^ 



<0 


( BĐT đúng vì X n -X n -1 < 0,x n > 2,x n -i > 2). 


Dãy (x„) giảm và bị chặn dưới bởi 2 nên có giới hạn limx ra = a 2 ^ a < ^ 



a = 2 


a = V a 2 - 12a + 20 o -1±\/4Ĩ 


a=^ệ-ự) 


Vậy (x n ) có giới hạn hưõ hạn và limx n = 2. 


Định nghĩa 2.4. Dãy ( u n ) được gọi là dãy Cauchy nếu vói mọi £ > 0 nhỏ tùy ý, luôn tồn 
tại số tự nhiên no sao cho 


I Um - u n I < E Vm,n > no. 


Định lí 2.6. Dãy ( u n ) hội tụ khi và chỉ khi dãy ( u n ) là dãy Cauchy. 


r ' 

Ví du 2.11 




Cho hàm số thỏa mãn điều kiện \f(x)-f(y)\ ^ q |x-y|, với mọi x,y e IR, trong 

đó q e (0,1) là hằng số cho trước. Với ceR cho trưốc và xác định dãy (x n ),n - 0,1,2,3... 
như sau:xo = C,x n +1 = f{x n ),n = 0,1,2,.... Chứng minh rằng dãy số (x n ) hội tụ và giới 
hạn của dãy số là nghiệm của phương trình f(x) = X. 


Lời giải. Trước hết ta chứng minh dãy (x„) là một dãy Cauchy. Thật vậy, với m,n eN,n> 
m ta có: 


\%n %m I — \ f Gn-1 f Gm— l))l ^ ợ \%n-l %m- ll ^ ^ 9 \%n-m ^-ol ■ 


( 1 ) 


Mặt khác ta có 



Từ đây suy ra \x n -Xol bị chặn với mọi n. Kết hợp với (1) ta thu được với mọi e > 0 tồn tại 
N eN sao cho với mọi m,n^N thì|x„ -x m \ < £. Nên dãy (x„) là một dãy Cauchy suy ra nó 
hội tụ. 

Từ điều kiện của hàm f dễ dàng chứng minh được f liên tục và do đó từ đẳng thức 
Xn = f(x n - 1 ) chuyển qua giới hạn ta được giới hạn của dãy ( x n ) là nghiệm của phương 
trình f{x) = X. ■ 
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Định lí 2.7. (Định lí Stolz) Cho ( u n ),(v n ) là các dãy số thỏa mãn hai điều kiện sau 

• ( v n ) là dãy số tăng và limư„ = +oo. 

• 1 - _ ^n+ 1 — u n 

• lim ---— = a. 

Vn+l-Vn 

Khi đó ta có lim — = a. 

Vn 

Chứng minh. Theo định nghĩa giới hạn ta có lim u ' l+1 —— = a nên với Ve > 0 cho trước, 

Vn+l-Vn 

luôn tồn tại số tự nhiên nosao cho Mn ^ no ta có: 


Uji +1 u n 

——-— -a 

Vn+l-Vn 


<EO (a- e)(v n+1 - v n ) < u n+ 1 -u n < (v n+1 - v n )(a + e) 


( do V n+ 1 -v n > 0). Giả sử k là một số nguyên dưong k>no sao cho Vk+1 > 0, khi đó ta có 


(a-e)(vi +1 -Vi)<Ui +1 -Ui<(a + e)(v i+1 -Vi);Vi = no,...,k 


Lấy tổng theo vế các bất đẳng thức trên ta thu được 

Y, (a-e)(vi+i-Vi)< Y, (Ui+ 1 -Ui)< (a + e)(v i+ i - Vị) 
i=no i=no i=n 0 


o(a-e) (vk+1 - v no ) < u k+ 1 - Un ữ < (a + e) (v k +i - Vn ữ ) 


o (a - e) 


1 - 


'n ữ 


+ 


Uk+1 


< 


Vk+lJ Vk+1 Vk+1 


< (a + e) 


1 - 


'n ũ 


Vk+1ì Vk+1 


+ 


'-n 0 


Cho k — +oo với lưu ý lime„ = +oo ta được lim — = a (đpcm). 


□ 


Nhận xét 1. Chọn dãy (v n )vói số hạng tổng quát v n = n thì v n+ i -v n = l nên từ định lí 
stolz ta có : 


• Nếu lim(u n+ i - u n ) = a thì lim ^ = a (*). 

• Trong (*) nếu thay u n = Vi + V 2 + ... + v n thì định lí stolz còn được phát biểu dưới dạng 
tương đương khác như sau và được gọi là định lí trung bình Cesaro: 

Nếu lime n = a thì 

lim —(ui + U 2 +... + u n ) = a. 
n 



Nguyễn Tất Thu 






















44 


Chương 2. GIỚI HẠN DẪY số 


ra 1 v 

Lời giải. Xét dãy (a n ): a n = I —— và dãy ( b n ): ò re = 

Ĩ=1 v*i 

Ta có 

1 


n/i.-“ra+i _a ra 1 - v^ĩ _Vn + 1 + ựn 2Vn + 1 

0 < lim -———= lim ——=7-— = lim -—^ lim —= 0. 


'&ra+l-&ra 


Cn + 1 - \fn 


\/ Xn +1 


V^râ+Ĩ 


Suy ra lim ^ = 0 hay lim 

bn 


1 ra 1 

I -=1=0. 


Ĩ=1 


Ví dụ 2.13 


Cho dãy số ( u n ) xác định bởi Mi ^ 1 và Ii n+ 1 = C “1 + “2 +... + u n ,\/n e l\J*. Tính lim — . 

ra 


Lời giải. Dễ thấy u„>0,VneN* và 

U l+1 = «i + «2 + - + “ l i^ttLi“ íi n = “ra > 0 => U„+1 > ií„,V/ỉeN*, 


do đó (u„) là dãy tăng. 

Giả sử tồn tại limu„. = a, khi đó từ đẳng thức u 2 +1 -u\-u n chuyển qua giới hạn thu được 
a 2 -a 2 = aoa = 0 (vô lí, vì ( u n ) tăng và U\ ^ 1). 

Vậy limu re = +oo; từ đó 


lim(ra„+i - Un) = lim 


\j ul + u n -u n ^ = lim 


lim- 


“ra^"“ra~t-“ra 


1 

2 ' 


'1 + — + 1 

“ra 


Theo định lí Stolz suy ra lim — = \. 

n 2 


Ví dụ 2.14 


_ ( ra \ b 

Cho dãy (x ra ) thỏa mãn lim x n L xjr = 1 . Chứng minh răng 

k=i ) 


lim v3 n 


•^raj — 1- 


Lời giải. Đặt s n = L X? , ta có lim(x„s„) = 1. 
k-ĩ 

Ta thấy dãy (s„) tăng, do đó nếu dãy (s n ) bị chặn thì dãy ( s n ) hội tụ, đặt lims„ = x,x > 0 . 

1 ra \ 

Ta có limx„ = - > 0 , suy ra lims n = lim X X? = +oo (vô lí). 

X U=1 ì 

Do vậy dãy ( s n ) không bị chặn hay lims„ = +oo , suy ra limx n = 0 . 

Mặt khác 

limx„s„ = limx n s re _i + limx^ => limx„s„_i = 1 . 


Do 


s n s n- 1 — ( s ra s ra-l) (s„ + Sra-Sra-1 + S ra-l) — x n ( s ra + S ra-Sra-1 + s n _l) — 3 . 
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Nên ta có lim — 

= 1 => lim ®"_ = 1 . 


3ft 



Do vậy 




í 3/- \ 

, irnĩi \ 


lim von.Xtt 

= lim ,x„s„ = 1 . 


V ; 

1 s " i 


2.3 Một số phương pháp tìm giới hạn dãy số 

2.3.1 Xác định công thức tổng quát của dãy số 
Bài toán 2.1. Cho dãy (. x n ) được xác định : 

1 

Xi = l,x n+ i = x„ + — + 2«, - 1, vo 1. 

Tìm lim x 2^~. 
n Á 

Lời giải. Ta có 

Xn+l-Xn = ^ + (2n-l),\/n ^ 1 (1) 

Trong (1) thay n bằng n-l,n-2,...,2,l ta có : 

1 

x n -x n - 1 = —j-+ 2 (n-l)-l 
1 

X„-1-X n _2 = ^2+ 2 (n- 2 )-l 


1 

X2-X1 = -+2.1-1. 
z 

Cộng các đẳng thức ta được: 


x w = Xi + £ + £ (2i - 1); Vn > 2. 

i=l ^ Ỉ=1 

Mặt khác theo công thức tính tổng n số hạng đầu của CSC và CSN ta có: 


ỵ(2i-l)=^-±[l + (2n-3)] = (n-lf và 
i= 1 ^ 


71-1 1 
£-=7 

ái 2 * 


1 

2 



Suy ra 


x n — 1 + 


1 

1-—-7 

V 2' ỉ_1 


+ (?ỉ — 1)2 — ỉỉ 2 — 2?ỉ + 3 — 


2 "' 


T ,Va^2. 


Do đó lim ^ = 1 . 

a 2 2 
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Chương 2. GIÔI HẠN DĂY số 


Bài toán 2.2. Cho dãy số thực xn xác định bởi Xo = 1, X n+ 1 = 2 + y/x^-2ựl + s/xTt với mọi 
/ieN. Ta xác định dãy yn bởi công thức 


y n = Y^Xi2\ dn e N*. 

i = 1 


Tìm lim ^ . 

2 n 

Lời giải. Ta có : 


Từ đó tính được: 


Ta viết 


^71 + 1 



2 

1 ). 






XI = 1 + 2 - 2\Í2, 
x 2 = 1 + \/2-2.2 1/4 
X3 = 1 + 2 1/4 - 2.2 . 1/8 


x„ = 1 + 2 1/2 " -1 - 2 . 2 1/2 " 


Suy ra y n = 2 + 4 + ... + 2 re + 4-2 ra+ 1 .2 1/2,i = 2 n+ 1 (l- 2 1/2 ") + 2 . Do đó lim^ = 0 . 

2g 


Bài toán 2.3. Cho của dãy số (x„) xác định bởi công thức: 


Xi = 2015, x n+ \ 


1 - 


Xn 


2014 


(n + lf) n {n + lỶ 


;VO 1 . 


Tìm lirnx,, . 


Lời giải. Ta có x„+ 1 - 20 14 = x re -2014- 


X n - 2014 
(n + l ) 2 


; \/n ^ 1 Đặt y n = x n - 2014 ta có 


yi = I,yn+I = y n - 


1 


yn — 


Hay 


Vn+l — 


(n + 1) 2 
(n + 2)n 


1 - 


1 


(n +1) 2 

Trong (1) thay n bằng n-l,n-2,...,2,l ta được: 


{ (n + 1) 2 
y n ,dn ^ 1 . 


y n ,Vn, > 1 . 


(n + l)(n - 1) 
yn — —ộ y ĨI —1 
n A 

n{n- 2) 

y«-i = ~ T^-yn-2 

(n -1 ) 2 


( 1 ) 


3.1 

y 2 = ặ-yi 
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Nhân theo vế các đẳng thức trên rồi giản ước các số hạng bằng nhau ở hai vế, ta được: 

(n + l)(n-l) n(n-2) 3.1 71 + 1 

— -—- --- -Vi = - > 7 ( , 


. ~& yi = ~2ĨT’* n>2 


Dĩ nhiên (2) cũng đúng với n = 1. 
Do đó 


n+1 , ^ 4029/1 + 1 ,, _ 

y n = —,V 7 i^l=>x n =y„ + 2014 = —-,VO 1. 

2 n 2 n 


Vậy limx,i = 


4029 


Bài toán 2.4. Cho dãy số (x n ) xác định bởi công thức: 


XI = 1 
/ 2 2/1 + 1 

Xn+ 1 = Y x « + 3„ . n > 1 


Tính limx„ . 

Lời giải. Ta có 


%n+l — \ %n ' 


2n +1 


,\/n^loxị +1 -xị = 


2n +1 


,Vnằl 


Trong (1) thay n bằng 71 -1,71 - 2 ,..., 2,1 ta được: 

„2 „2 _ 2 (n - 1 


2 2 2 (/ỉ-l) + l 

x ra _X n-l - 

2 2 2 (n- 2 ) + l 

x «-l ~ X n-2 = 77+30 


2.1 + 1 


^2 X J 


Cộng các đẳng thức trên rồi giản ước các số hạng bằng nhau ở hai vế, ta được: 

2_ 2 ^2i + 1 . 2ỉ +1 


2 /ifh2i + l 2ỉ +1 

— Xi + —T 7 — — 1 + —— 7 —. 

i=2 đ t=l đ 


71-1 2/ + 1 

Đặt s = ỵ_ T , ta có 
i=i 3 f 


Do đó 


71-1 

2i + l 

V, 1 2 ỉ +1 

2 / 1-1 í n ~ 2 

II 

co 

QÌ 

y . = 1 

^ Qỉ+l 

r+ii 

Ỉ = 1 

0 

j = l s 

đ \;=2 


„,2 _ Q 

n + 1 

1 n + 1 

/ 0 ^ 


Ta có 


n n + 1 

3” = (1 + 2) n = £ cị2 k >ACl = 2n(n-l),dn^2^0< -Ị— < 

í-n 3 n 


n + 1 n + 1 


3" 2/1(71-1)’ 


2 . 


72 ^ 72 + 1 

Mặt khác lim —— = 0 => lim ——— = 0 . Từ đó suy ra limx„ = \/3. 
■ 2/1(71-1) 3" J 


Nguyễn Tất Thu 





48 


Chương 2. GIÔI HẠN DĂY số 


Bài toán 2.5. (VMO 2013) Cho hai dãy số thực dương (x„),(y„) xác định hồi quy bởi 
Xi = l,yi = V3, và 

Ị Xn+iyn+l ~ x n — 0 
I x 2 n+í + y n = 2 

vối mọi n = 1,2,.... Chứng minh rằng hai dãy số hội tụ, và tìm giói hạn của chúng. 

Lời giải. Ta có X 2 = - \/3 = — ,y 2 = ^ —. Từ các giá trị trên gợi ý cho ta đến 

giá trị lượng giác. Ta có 


# 7T m 7T v ỵ—■ 7Ĩ 7T 

Xi = 1 = 2sin —, x 2 = 2sin — và yi = V3 = 2cos-, y 2 = 2cos — 


6 12 

Điều này dẫn tới, ta đi chứng minh 


n 


^ V n 

x n -2 sin —— va y n -2 cos- _ . 

o 072 J n o 072 


Ta chứng minh (*) bằng phương pháp quy nạp. 
Hiển nhiên là (*) đúng vối n = 1. 

Giả sử (*) đúng vối k = l,n. Khi đó, ta có 


(*) 


x n+1 = V2-y„ = ^2-2cos^=^2(l-cos^) = 2sin 


3.2 


7Z + 1 ' 


Và 


yn +1 


Xỵ, 


2 sin 


n 


Xn+1 2 sin 


3 - 2n = 2cos 77 


n 


s.2 n+1 


3.2” +1 ' 


Theo nguyên lí quy nạp, ta có (*) đúng. 
Vì lim = 0 nên limx„ = 0, limy„ = 2. 

Bài toán 2.6. (VMO 2004) Cho dãy 


( x n ): XI — 1 ; x n +\ — 


(2 + cos2a)x w + cos 2 a 
(2 - 2cos2a)x„ + 2 - cos2a 


n 1 _ 

Đặt y n = L — , , Va ^ 1. Tỉm a đê dãy sô (y n ) có giói hạn hữu hạn và tìm giói hạn đó. 
Ỉ =1 2xj +1 

Lời giải. Ta có 


1 


2sin 2 a 


2x w+ i+1 


+ 


1 1 1 1 , . 2 

——-— => —-- = — + (1 - ——r)sin a. 

3(2x„ + l) 2x„ + l s n 3 71-1 


Suy ra 


72 1 72 1 n 111 Q 1 

y„=E —-— = y — + sin 2 a y (1 - —7—r) = -(1 - —)+ [n - -(1 - —-)]sin 2 a. 

2xj +1 f tl3 7 Ếí 3*- 1 2 3" 2 3 n 

Vì lim — = 0 nên dãy (y„) có giới hạn hữu hạn o sina = 0 o a - kn. Khi đó limy n = -. 
3^ 2 
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2.3.2 Sử dụng nguyên lí Weierstrass 


Bài toán 2.7. Cho dãy (u n ): < _ Ul ^ 

Ị u n (3 + u n -i) + 1 = 0, n = 1 , 2 ,.. 

có giói hạn hữu hạn và tìm lima„. 


. Chứng minh rằng dãy ( u n ) 


Lời giải. Ta chứng minh dãy ( u n ) giảm và bị chặn dưới. Để có được điều này trước hết 

ta chứng minh u n > y/ ^~ 3 (1) bằng quy nạp. 

z 

\/5 - 3 

• Với n = 1 ta có Ui = 1 > nên (1) đúng với n = 1. 

_ n _., . n/5-3 

• Giả sử u n > ———, ta có 


u n + 3 > 3 + 


V5-3 3 + VE 


Do đó 


-1 -2 _V5-3 

“" +I “ íyã > Ì7ỤI ““i - ’ 


suy ra (1) đúng theo nguyên lí quy nạp. 
Ta chứng minh dãy ( u n ) giảm. 

Ta có 

1 


uf l + 3u n + l 

u n — —— => u n — u n +1 — — > 0, Va. 

Un- 1 + 3 u n + 3 


do Un > 


V5-3 


. Suy ra u n > u n+ 1 , Va, dẫn tới dãy ( u n ) là dãy giảm. 


Do vậy dãy ( u n ) tồn tại giới hạn hữu hạn. 

’ V5-3 

Đặt lima„ = X ^ ——— => lima n _i = X. 

Từ công thức 

-1 


Un- 1 + 3 


• X ' 


-1 V5-3 

o X— -—— 


X + 3 


Vậy lima n = 


V5-3 


Bài toán 2.8. Cho a> 2 và dãy số ( x n ) vói Xị = a và 


2x n +i = \ 3xi + 


a + 3 


a 


Chứng minh dãy số ( x n ) có giói hạn và tìm giói hạn đó. 


Lời giải. Ta chứng minh xị>l + — VaeN*. 

a 

Ta có x\ ~ a 2 > 4 nên khẳng định đúng với a = 1. 

3 

Giả sử Xk > 1 + T với mọi k ^ a. 

„ k 

Ta có: 

o 1 5, 3 . 12 N 

x n+l — T ( 3 x n + 1 H-) > —(4 H-) > 1 + 

ra+i 4 a 4 n 
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Chương 2. GIÔI HẠN DĂY số 


Theo nguyên lí quy nạp khẳng định trên được chứng minh. 

Ta có: 

x n -x n+1 = x n -ị\ 3x1 + 1 + ^->x n -ị J 3xị+xị = 0. 

2 y n 2 v 

Nên dãy ( x n ) là dãy giảm và bị chặn dưối bởi 1 nên (x„) có giới hạn hữu hạn. 
Đặt limx„ = X ta có X là nghiệm của phương trình 

2x = V 3x 2 + 1 o X = 1. 


Vậy limu w = 1. 


Bài toán 2.9. Cho dãy ( a n ) xác định bởi a 1 = và a 
dãy (a n ) có giới hạn và tính giới hạn đó. 


(n + 1 )aị ằ 

n +1 = — —f. Chứng minh răng 

n(a n + 1) 


Lời giải. Ta có a„ > 0, dn £ N* (1). 
Mặt khác — -1 = ữn ~ n ^ (2). 


a, 


n(a n + 1) 

Suy ra : — -1 = ai ~ L < 0, dẫn tới ữ 2 < ai < 1. 
a 1 ữi + 1 

Từ đây, bằng quy nạp ta có a n giảm, bị chặn dưới bởi 0 nên có giới hạn hữu hạn. 
Đặt a = lima„. Ta chuyển giả thiết về phương trình giối hạn : 


a 


a 


a +1 


a(a + 1) = GT => a = 0. 


Vậy a n có giới hạn hữu hạn và lima,j = 0. 


Bài toán 2.10. Cho dãy số (Un) xác định bởi < „ 

\u n 

minh rằng dãy (u n ) có giới hạn và tính giới hạn đó. 


u 1 = 2010 

2u n .u n+ i + 2011 = 0,Vn,^l 


. Chứng 


Lời giải. Trước hết ta nhận xét rằng u n > 0, với mọi n, Thật vậy, ta có u 1 = 2010 > 0. Giả 
sử Uk >0,dk^ 1, ta chứng minh Uk +1 > 0. 

Từ hệ thức truy hồi suy ra 

9 _ ^ u& 2 + 2011 

2uk-Uk+i = Uk + 2011 > 0 => Uk +1 = —— ->0. 

2 u k 


Do đó ta có 


u n 2 + 2011 1 2011 

Un +1 — 'Z~ - 77 

2 u n 2 u n 


Theo bất đẳng thức Cosi, ta có 

u n 2 + 2011 


Un+l — 


2 u, 


> \ u n .- 


2011 


u, 


= V2011,VO 1. 


Mặt khác ta có 


K n+ 1 Un + 2011 1 2011 ^11 , 

- = - + —7 <± + ± = 1. 


u, 


2u n z 


2 2 u, 


2 2 
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, v ^ — ,, 2011 „ 2011 1 
(vì Un > \/2ÕĨĨ,Vft > 1 => < -^=fr = í). 


; 2 Un z 2.2011 2 

Nên (u n ) là dãy số giảm và bị chặn dưối bởi y/2011, do đó dãy (u n ) có giối hạn hữu hạn. 
Giả sử lim lí „ = a, khi đó 0 < a 2010 và ta có 


Un 2 +2011 


Un+1 — 


limu re+ i = lim- 


Un 2 +2011 


a 2 + 2011 


a = 


a 


2 = 2011 => a = V2ÕĨĨ. 


2 u n 2 u n 2 a 

Vậy lima n = C2011. 

Bài toán 2.11. (VMO 2012) Cho dãy số thực ( x n ) xác định bởi : 

X\ — 3 

n + 2 / . 

x n =-——(x n -i + 2) vo 2 
3 n 

Chứng minh rằng dãy số có giới hạn hữu hạn khi n —► +oo và tính giói hạn đó. 

Lời giải. Rõ ràng ta có x n > 0 với mọi n nguyên dương (1). 

Ta sẽ chứng minh kể từ số hạng thứ hai, dãy số đã cho là giảm. 

Thật vậy, xét hiệu 

n + 2 2[(n + 2)- (n - l)x n -i\ 

%n ~ %n—l — \Xji- 1 + 2) — X n -1 — - . 

3 lĩ ÓĨI 

Để chứng minh x n giảm bắt đầu từ số hạng thứ hai, ta chỉ cần chứng minh: 

(n + 2) - (n - l)x n -i < 0 \/n^3 

Ta chứng minh điều này bằng quy nạp toán học. 

Với n - 3, do X 2 = nên bất đẳng thức 
3 

10 5 

(n + 2) - (n - l)x n -i = 5- 2.^- = -^ < 0 £exí(ffló«g). 

o Ư 


Giả sử ta đã có (n + 2)-(n - l)x n -i < 0 thì X n -1 > 
Khi đó : 


n + 2 
n - 1 


( 2 ) 


n + 2, _ n + 2 n + 2 n + 2 n + 3 

Xn — ~~z (x re _l + 2) > —— ( — + 2) = — > . 

3 n 3n n - 1 n — 1 n 

Suy ra (n + 3) - nx n < 0. 

Vậy (2) đúng đến n + 1. 

Theo nguyên lý quy nạp toán học, ta có (2) đúng với mọi n ^ 3. 

Như vậy, (x n ) là dãy số giảm kể từ số hạng thứ hai. 

Ngoài ra, theo (1), nó bị chặn dưối bởi 0. Suy ra, tồn tại giớ hạn hữu hạn lim x n = a. 

n—> oo 

Chuyển đẳng thức x n = (x n -\ + 2) sang giới hạn, ta được a = -(a + 2). Từ đó suy ra 

3 n ' 3 

a = 1. 

Vậy dãy số đã cho có giới hạn khi n dần tới vô cùng và lim x n = l. ■ 

71—oo 


Bài toán 2.12. (VMO 2011) Cho dãy (. x n ): < 

Ị. (n- l) 2 Ĩ=1 
dãy ( y n ): y n = X n+ 1 - x„ có giới hạn hữu hạn khi n -*■ +oo. 


Xi = 1 

2a ra-1 . Chứng minh rằng 

ỵ. Xi, V/Í ->. 2 
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Chương 2. GIÔI HẠN DẪY số 


Lời giải. Từ giả thiết ta có: 


'U 1 _(n- 1) 2 

hi Xi - 2n Xn ’ 


suy ra 

Hay 
Do vậy: 
Suy ra: 


2(/ỉ + l) 


2(/ỉ + l) 


n 

Z ^J\IV ~T~ -L/ I 

— ^2 I "I” *^ 7 ' 

ị=l 


71—1 

& 

i=l 


2(a + 1) Ị (n-lf 

õ #77 “I “ #77 




2 n 


#77+1 — 


y« — #71+1 #71 


3^7 + 1 3^ 77 


(n + 1 ){n 2 + 1) 


# 77 . • 


n c 


n z + n + 1 


# 77 , • 


re 1 ' 


2#77 


>0 


ft 3 (a +1) 2 

với Va do đó dãy (y n ) là dãy tăng. 

Mặt khác bằng quy nạp ta chứng minh được x n < 4 (n - 1). 
Nên ta có: 

ft 2 +a+l (a 2 + n + l)4(a - 1) 


y 77 


# 77 . 


< 4. 


n ư n ư 

Suy ra dãy (y n ) bị chặn. Vậy dãy (y n ) có giới hạn hữu hạn. 


2.3.3 Sử dụng nguyên lí kẹp 

. , . 1 ì, 77 í 

Bài toán 2.13. Chứng minh răng: lima„ = L \ 

k- 1 \ 


k 


1 + “2 — 1 
*=1 vv n 2 


1 

4' 


Lời giải. Dùng đánh giá sau với X > -1: 


< vT+~x -1 < —. 
2 + x 2 


... k 


Thay X bởi —T và tính tổng hai vế từ 1 đến n, ta được: 


n* 

JL k „ 
Ề=1 za + « Ế=1 


1 + -Õ-1 
n A 


ị 77 77 

< 2 « 2 ỉi Ã °Ã?i 2re2 + Ẵ 


S77, < 


a(a +1) 
4a 2 


Ta thấy: hm^-^4r— = TỈ hơn nữa: 

4a 2 4 

« k n k _ y k 2 < y k2 _n{n + l){2n + l) 
Ặỵ 1 2n 2 + k J^ỵ 1 2n 2 k~‘ l 2n 2 (2n 2 + k) 4a 4 CIA A 


24 a 4 


suy ra: 


í " k " iì " k * k 1 

\ti 2n2 +k k^i 2n ) ti 2n2 +k íhi 2n 4 


Theo nguyên lí kẹp, ta có đ-.ược: 


^ I /•> 

lim «77= E v 1 + ả _1 
A=l^V 


1 

4' 
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Bài toán 2.14. (ĐHSPHN TST 2011) Cho dãy số 

2n- 3 

(a n ):a 1 = 1 ,a n = ——— a n -i, \/n ^ 2. 

2 n 

Dặí ò n = I Oi.o 1 . Chứng minh răng (b n ) có giói hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 


Lời giải. Ta có 


Do đó 


Lại có 


2na n = (2«, - 3)a n -i o a„-i = 2[(ft - l)a„-i - na n ], Va ^ 2. 


n n 

b n = Y^aị = Y j 2[iai-{i + l)ai+i\ = 2[l-(n + l)a n+ i\. 
i =1 i=l 

2/1-3 _ (2/i-3)(2/i-5)...5.3 

ữn “ 2/1 a,ỉ_1 _ 2/i(2/i-2)...4.2 

2 ^ 1 2 .3 2 .5 2 ...(2/1 - 3 ) 2 _ 1 

^ a « < ị 2 ? - 1 ) (42 - 1 )... (( 2 n - 2 ) 2 - 1) 4 / 1 2 “ ( 2/1 - 1)4 // 2 


2n\/3n — 1 


Suy ra 2 ( 1 - 1 -1 <2[l-(/i + l)a„+i] = 6„ <2. 

I 2\ 2/? + 1/ 

m V . ' 1 ' 1 • 7 


V 2V2n + ì) 

Từ đó, ta có lim b n -2. I 

Bài toán 2.15. (30/4/2012 Shortlỉst) Cho hai dãy số (u n ),(vn) xác định bởi: U\ = 2011, Vi 
2012 và 

1 u n v n . \ 1 ( u n v n 1 

u n +1 = - 9 \ +c ra sinu ra \;v n+ i = - ' +u n cosv n \ 

2U 2 + 1 Ị 2U 2 +1 ì 

Tính giói hạn của hai dãy đã cho. 

Lời giải. Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski ta có 


1 Ịu n v n 


ln+1 4^2+1 


+ v n sinu n 


) 2< ĩ ( “" +í '" ) ỊK7ĩf +sinV 


Do bất đẳng thức 


Từ đó suy ra 


^7 i u n + v n) 7 + 1 ) = 7“ (a 2 + c 2 ) 

4 ^ n n) \ 4 Ị 16 v 
U ’ lVn +u ra cosr ra ) ^ - (ỉ/ 2 + w 2 ) (——21— 

U +1 i n) \{ul + 1) 

^-[uị + vl) Ị + lj = — [uị + vị) 


(a 2 + l ) 2 4 


2 +COS v n 


<+1 + <+1 < g F« + F) => lim (< + <) = 0 => lim u n = limỉ/* = 0. 
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Chương 2. GIÔI HẠN DĂY số 


Bài toán 2.16. (Tll/422 THTT) Cho dãy số (u n ) được xác định bởi 

“Li -! 


uo = ae[0;2);u n = 


n-1 

n 


,Vn = 1,2,... 


Tìm giói hạn lim [u n \/n). 


Lời giải. Ta chỉ ra rằng luôn tìm được số hạng thứ k nào đó của dãy mà Uf 2 e [-1; 1]. 
Thật vậy, nếu a e (0; 1] thì uo = ae (0; 1] c [—1; 1]. 

Xét trưòng hợp a e (1;2), tức «0 G (1;2). 

Nếu xảy ra trưòng hợp mọi u n Ệ [—1; 1] thì từ hệ thức 


u 2 1 -1 

Un = -, suy ra u n > 1 ,dn ^ 1. 


ư n — 

n 

Để ý rằng 


tức là 


n + 2-u n n + l + u n -i n +1 


n + l-u 


n-í 


n 


n 


k+2-Uk Ã +1 T _ 

1 - 1 > - 7 —= 1 , 2 ,...,« 

k + 1-Uk-1 k 


Nhân theo vế của n bất đẳng thức trên với £ = 1,2,...,« ta thu được 

n + 2-u n («4-l)(« + 2) 

2 - «0 2 

0 («4-l)(« + 2) Ị 1 2 - «0 

=> «„ < « + 2 - (2 - «o)- 7 T-= (« + l)(« + 2) 


2 


Điêu này là không thể, vì khi n đủ lớn n > —— 

7 l 2-«0 

số âm. Vậy luôn tồn tại k £ N sao cho Uk e [—1; 1] 

U n-1 _ 1 

Khi đó theo hệ thức u n =- - -, suy ra 


1 z - «0 1 
14 - 1)(« 4 - 2) —^ 

, n 4 - 1 2 J 

I thì vế trái là số dưong còn vế phải là 


Do đó 


\u 


I u n \< ^,v«>£. 

n 


iVn\ < -Ị=,v«>fc. 
v« 


Suy ra lim(u„v / ^) = 0. 

Bài toán 2.17. CTo a > 0. Vác ổm/ỉ cỉãy số 


Tỉm gỉới hạn lim 
Lời giải. Ta có 


Xk 


^r 


suy ra 


(x„): XQ = a,x n+ 1 = x w + v« ^ 0. 


xí 


X 


Ẵ + l 


1 ,„31. Q 

X£ H—9 — xf + 3n—õ-4—^ >X? + 3, 


xí 


„3 ^ „6 k 
x k x k 


xị > Xq + 3 n,\/n ^ 1 


( 1 ) 


Nguyễn Tất Thu 



2.3. Một số phương pháp tìm giới hạn dãy số 


55 


Từ (1) suy ra 


x l + l < x k + 3 + “3 
x 0 


< Xi + 3 + -—h 


+ 3k Ịxq + 3ã) 

n -1 1 1 n -1 1 

ỉ <x ỉ + 3(n-lHfí + ffẬ 

k=l fí y k = l R 


k 9k 2 


Ta có 


tik 2 


n 1 1 n 1 

=>x3<x?+3a+ỹ;- + -ỹ;4 
" 1 tik 9hk 2 

(2) 

11 1 1 

<1+ — + — + ... +---= 2 - - < 2 

1.2 2.3 (n~l)n n 

(3) 


Áp dụng bất đẳng thức BCS, ta được 

[ílU"ịầ<2^íl<^ 

\k = l R ) k = l R k = i n 


Từ (1),(2),(3) và (4) suy ra 


x n „ xị X? /2 2 

— + 3< — < — + 3 + 


c 3 

V) 

n 


n n 


+ —— 
n 9 n 


Chuyển qua giới hạn khi n —► +oo, theo SLT ta được 

limậ = 3^1im|^ = ^3. 
n \/n 


(4) 


Bài toán 2.18. (T9/405. THTT) Cho k £ N*,a £ u. Xét dãy số 

[1 k .a\ + [2 k .a\ +... + [n k .a] 


(ữ n ) '■ ữ n 


n 


k+1 


Va = 1,2,... 


Trong đó [x] là kí hiệu phần nguyên của X. Tìm lima„. 
Lời giải. Ta có X - 1 < [x] ^ X nên 


a 


(: l k +2 k +... + n k ) 1 a [l k + 2 k +... + n k ) 

fịk+i n k n n k+i 


Lại có 


l k + 2 k + ... + n> 


n 


k+1 


T-tịị-ỊTÌrịL) 

n iTi\ n ) n) 


vối f (x) = x k . 

Theo định nghĩa tích phân xác định thì 


lim 


l k + 2 k + ... + n h 


n 


k+1 


1 1 

1 " i \ r r , 1 

lim —I = Ị f{x)dx = Ị x k dx = ^ 

n i=1 n 0 0 


Do đó theo SLT thì lima,, = 


a 


k + 1 
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Chương 2. GIÔI HẠN DĂY số 


Bài toán 2.19. Cho dãy số (x n ):xo = -2,x n = —— ^ ^ Xn —, Va ^ 1. Đặt 

y n = {l + xl){l + x\)...{l+x 2 n )Nn^0. 

Chứng minh rằng ( y n ) có giới hạn hữu hạn. 

Lời giải. Từ phương trình truy hồi của dãy suy ra 

y/l-Ax n -i = l-2x n ^>xị=x n -x n - 1 

Do đó 

Xq + xf + ... + X 2 - Xq + X\ - Xo + X2 - X\ + ... + x n - x n -l = Xq - Xo = 6 . 

Dễ thấy (y n ) là dãy tăng. 

Áp dụng bất đẳng thức ln(l + x) < X, Vx > 0, ta có 

lny„ = ln(1 + Xo) (l + xỊ)... (l + xị) 

= ln(l + Xq) +ln(l + x 2 ) +... + ln(l + x 2 ) < X 2 +x\ + ... +x| = 6. 

Vậy (y n ) bị chặn, do đó iy n ) hội tụ. ■ 


2.3.4 Xây dựng dãy phụ 

Bài toán 2.20. Cho a,b G (0; 1). Dãy số ( u n ) xác định bởi 

, 1 4 2013 

u 0 = a,u 1 = b,u n+ 2 = ^Ị u n+ 1 + ^l Vũ^,n = 0,1,2... 

Chứng minh dãy ( u n ) có giới hạn và tính giói hạn đó. 

Lời giải. Xét 

, N 1 4 2013 _ 

(c„):c 0 = min(a,ò), V n+ 1 = ~^ị v n + Ị^Ị ỳv^,n ^ 0 

Ta chứng minh được limc w = 1. Ta sẽ chứng minh v n ^ min(u 2 w, U 2 n+i), Va e I\1 bằng qui 
nạp (*). 

Thật vậy , (*) đúng khi n = 0 theo định nghĩa của dãy ( v n ). 

Giả sử Ư n ^ min(w 2 w, U 2 n+i), ta sẽ chứng minh 


Vn+l ^min(u 2 ,i +2 ;a 2re+ 3). 

Ta có: 

1 4 2013 _ 1 4 2013 4/ _ 

U2n+2 - 20U u 2n +1 + 2014 ^ 2014^" + 2014 ^ - Vn+1 

1 4 2013 _ 1 2 2013 1 2 2013 __ 

U2n+3 - 2014 “L+2 + 2014 v/U2re+1 ^ 2ÕŨ Vn+1 + 2014 ^ > 2014^” + 2014 ^ Vn+1 - Vn+1 

( do V n+ 1 > v n ). Suy ra v n+1 < min(a 2 n+2, u 2 „ +3 ). 

Vậy (*) đúng vối mọi a => ư n ^ U 2 n <l,v n ^ U2n+1 < 1, Va. Mà limc„ = 1 => limu,j = 1. ■ 
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Bài toán 2.21. Cho dãy số không âm ( u n ) thỏa mãn 


4a„+2 < 


■ + 


■ + ...+ 


U n +1 + 


\a +1 n+2 n+n, 

Chứng minh dãy ( u n ) có giới hạn và tìm giói hạn đó. 

Lời giải. Ta có 


■ + ... 


n + n n + 3n 


n + 1 n + 2 

Suy ra 

Xét dãy ( Ư n ) thỏa mãn 


11 1 
■ +-- + ... +-< 


n+n n +1 

1 


n 1 

< 1 .-+ 


n + n 

3 


1 2a +1 3 

• ———— < —— ^ 
n + Sn 2 n 2 


Un +2 ^ . u n +1 + u n . 
4 8 


1 3 

Vl = Ui,V2 = U2,V n+ 2 = -v n+1 + -V n ,n^l. 

4 8 


Giải PT đặc trưng ta được 


/o\n 


V n = Cl 


4 


+ C2 


l\ n 


{ 2 


■ limCn = 0. 


Tiếp theo ta chứng minh v n ^u n ^ 0 theo qui nạp. 
Giả sử khẳng định đúng đến k +1 khi đó suy ra 


± u ± u 

Vk+2 = ~7^k + l 4 " T.Vk ^ ~7^k + l 4 7 ^& = U/ị+2- 

4 8 4 8 


Từ đây suy ra limií„ = 0. 

Bài toán 2.22. Cho dãy ( u n ) thỏa mãn 


2 1 o 3 

U\ = 1,U2 = —,u n + 2 < — u n+ ị + -u n ,n = 1,2, 

3 4 4 


Chứng minh dãy ( u n ) có giới hạn và tìm giới hạn đó. 

Lời giải. Xét dãy hai (v n ) và (z n ) xác định bởi 

2 1 o 3 

Vi = 1 ,V 2 = 7, v n+ 2 = 7^+1 + -.Vn, n ^ 1 

3 4 4 

31 1,3 . , 

21 = gg,*»+l = + ịZ/i.O 1. 

Ta chứng minh ^ max(e 2 «,r 2 rc+i), Va ^ 1 ( *). 

(2 311 31 

Ta có max(c 2 ,c 3 ) = max 7,77 = 77 =21 nên (*) đúng khi n = 1. 

0 06 / 36 

Giả sử z n ^ max(C 2 ra,C 2 ra+l). Ta có 

_ 1 ,2 3 1,3 

V2n+2 = -ịVị n+1 + + ị 2 „ = z n+ 1 

1 2 3 ’ 1 2 3 1 2 3 

V 2 n +3 — ^^2re+2 4 ^^2/ỉ+l ^ — 2 tj+i 
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Chương 2. GIÔI HẠN DĂY số 


( do z n+ 1 <z n ). Vậy 

z n + 1 ^ max(ư 2 7i+2, V 2 n+z) => 0 < 

Ta chứng minh lim z n = 0. 

Thật vậy , 4 (z n+ 1 - z re ) = z„ (z n - 1) < 0 => (z„ 

1 o 3 

hưũ hạn lim 2 „ = L £ [0; 1) => L = -L 2 + o 

4 4 

Từ đó lim2 n = 0 => limc w = 0. 

Tiếp theo ta chứng minh 0 < u n ^ v n ,dn ( 2). 

Hiển nhiên (2) đúng theo cách định nghĩa của dãy ( v n ). 

lo 3 1 3 

Giả sử ( 2 ) đúng đến n + 1 => u n+ 2 < Ị u 2 n+1 + ^u n < ỊưJ +1 + = r„+2. 

Theo qui nạp suy ra (2) đúng vối mọi n. Từ 0 < u n ^ v n ,dn,\imv n = 0 => limu„ = 0. ■ 

Bài toán 2.23. Cho dãy số ( u n ) thỏa: u n + u n + 1 ^ 2u„+2 và dãy ( u n ) bị chặn. Chứng minh 
rằng dãy ( u n ) tồn tại giới hạn hữu và tìm giới hạn đó. 

Lời giải. Xét dãy (v n ):v n = max{u n ,u n+ i}, ta có dãy ( v n ) bị chặn. 

Từ giả thiết ta suy ra: 


V2n ^z n ,0< V2n+1 <Z n ,Vn > 1. 

) giảm và bị chặn dưối bởi 0 nên có giối hạn 
L = 0 
L = 1(L) 


max{u n ,u n+ i} > u n+ 2 => max{u n ,u n+ i} ^ max{u n+1 ,u n+ 2 }. 


Do đó dãy ( v n ) là dãy số giảm, từ đó suy ra tồn tại \imv n = l. 

Ta chứng minh: lim lí „ = l. 

Vì limi; re = l nên với mọi e > 0 nhỏ tùy ý, luôn tồn tại «0 e N* sao cho: 


£ £ £ 
\v n -l\<2 <>ỉ -~3 <v n < l + 2 ’ dn>n 0 . 


Với mọi k > no +1 ta có: 


Vk-i = max{uk-i,Uk} <ỉ + 2 ' 


Suy ra Uk- 1 < l + I (*). 

Ta xét các trưòng hợp sau: 

£ £ £ £ 

• u k > l - - => l - - < u k < Vk < l + - => \Uk - l\ < -• 

• suy ra Uk +1 >ỉ~o- 

Khi đó: 8 


u k > 2uk+i - Uk- 1 > 2 - |Ị - Ị/ + |Ị = l - E. 


Dấn tới: 


Vậy limw n = l. 


I - £ <Uk^Vk <1 + 


£ 

3 


< l + £ => |u& - Z| < £. 


2.3.5 Giới hạn của dãy u n = /(w„) 

Với dãy số (u n ): u n+ 1 = /‘(u„) ta thưòng dựa vào các tính chất sau 
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Định nghĩa 2.5. Cho hàm f \I -*u. Nếu hàm số f co trên I, nếu tồn tại số thực k, 0 < k < 1 
sao cho 

\f(x)~ f(y)\^k\x-y\ Vxe/. 

Định lí 2.8. Nếu hàm f :I —>ulà một hàm co trên I. Khi đó, dãy (u n ): u n+ 1 = f(u n ) hội tụ 
đến X vói X là nghiệm duy nhất của phương trình f{x) = X. 

Từ định lí trên, kết hợp vối định lí Lagrang ta có kết quả sau 

Định lí 2.9. Cho dãy ( u n ) : u n+ 1 = f(u n ), vói f là hàm xác định trên I. Nếu \f'(x)\ < 1 Vx e I 
thì dãy ( u n ) hội tụ. 

Bài toán 2.24. Dãy số (x n ) thỏa mãn điều kiện 1 < Xi < 2 và Xn+1 = 1 + x n - \x\, V/íeN*. 
Chứng minh rằng dãy số đã cho hội tụ. Tìm limx„. 


Lời giải. Xét hàm số f(x) = 1 + x- ^x 2 , với X e (1;2). Ta có 

f'{x) = 1 - X < 0 Vx e (1;2) => f(x) e(1;2) Vxe(l;2). 

Từ đó, ta có \f'{x)\ < 1 Vx e (1;2). Mà dãy (u n ) : u n+ 1 = f{u n ) nên dãy ( u n ) hội tụ. Đặt 
limx„ = X, khi đó xlà nghiệm của phương trình 

X = 1 + x- ^x 2 ox = \Í2 do xe(l;2). 


n 


Bài toán 2.25. Cho (x„): Xi = 2014, X n+ 1 = 2- 

8 

(x n ) có giới hạn hữu hạn. 


cos2x„ cos3x n 

COSX„ H--—- -\ --—- 


j. Chứng minh dãy 


Lời giải. Xét hàm số f (x) = ^ 
Ta có 


cosx H-— 

V 2 


cos2x cos3x 
+ ——- 


j, X G IR có f'{x) = — (sinx + sin2x + sin3x). 


_ _ ọ # _ ọ 

(sinx + sin 2x + sin 3x) = (2 sin 2x cos X + sin 2x) 


• 0 ^,0 ọ X 

: 4(sin2xcosx + cosxsinx) ^4 (sin 2x + cos xj 


= 4 


25 

lĩẽ 


in ^ 25 
cos2x-- ^ —- 
4J J 4 


1.1 7 T . . . 7 T 5 5?ĩ 

=> \ f (x) = — Isinx + sin2x + sin3x| ^ < 1 

1 1 8 8 2 16 

Xét hàm số g{x) = f (x) - X có 

g (x) = f (x)-1 < 0 Vx e u và g(0) = -J- >0, ể(g) = “g + g 


4 1 ) 

——— + — <0 
2 4 


nên phương trình g(x) = 0 có nghiệm duy nhất a e Ịơ; ^j. Theo định lí lagarange, tồn tại 
/3 soa cho 

f(x n )-f{a) = f' (/3) (x n - a ) 

òtt 

=> \x n+1 -a\ = \f' (d) I \x n - a\ ^ \x n _ a\ 
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Áp dụng qui nạp suy ra 


í^7r\ n 


0 ^ \x n+ i - a\ ^ 


5jĩ 

16 


\U\ - a I. 


í^7r\ n 


Do lim 


ỗĩĩ 

16 


= 0 suy ra limx„ = a. 


Bài toán 2.26. (VMO 2000) Cho dãy số {x n } xác định như sau: 


Xo = 0 ,x ra+ i = \Ịc- s/cNxhi,n = 0 , 1 , 2 ,... 

Tỉm tất cả các giá trị của c để với mọi giá trị Xo e ( 0 ,c), x n xác định với mọi n và tồn tại 
giói hạn hữu hạn limx n . 

Lời giải. Ta có Xi = \Jc - sfc + x 0. Do đó Xi tồn tại khi 

c - \/c + X o) 0 o c(c - 1 ) ^ Xq. ( 1 ) 


Vì (1) đúng vối mọi Xo e (0; c) nên ta có c ^ 2 và khi đó 0 < Xi < ực. Giả sử 0 < x n < ực, ta có 
X n+ 1 tồn tại và 0 < X n+ 1 < y/c. Do đó x n tồn tại khi c ^ 2. 

Xét hàm số f(x) = Vc- yT+x, X G (0; ực). Ta có 

f'(x) = - 1 == ■ 

4v (c + x)(c - yc + x) 

Vì X G (0; v/c) nên ta có 

(c + x)(c - Cc + x) > c(c - \fc^r\/c) ^ 2(2 - ^/2 + v/2) > 

Suy ra |/ , '(x)| < q < 1 Vx G (0; v/ẽ). Do đó dãy (x„) có giới hạn hữu hạn. 

Vậy c ^ 2 là những giá trị cần tìm. ■ 

Ngoài ra để xét tính hội tụ của dãy ( u n ) ta còn dựa vào tính đon điệu của hàm số f. 
Cụ thể: 

Định lí 2.10. Cho hàm f :D —>D và dãy ( u n ): u n+ 1 = f(u n ). Khi đó 

• Nếu f là hàm đồng biến trên D thì dãy ( u n ) là dãy tăng nếu u 1 > Uo và là dãy giảm 
nếu U 1 <UQ. 


Nếu f là hàm nghịch biến trên D thì hai dãy (U 2 n) oà (U 2 n+i) là hai dãy đon điệu 
ngược chiều nhau. Khi đó nếu dãy (u n ) bị chặn thì tồn tại lima 2 n = X, Iima 2 ra +1 = y 

X = f(y) 


với X, y là nghiệm của hệ < 


. Dãy ( u n ) hội tụ khi và chỉ khi X - y. 


y = f(x) 

Bài toán 2.27. (Vũng Tàu 2013) Cho dãy số (x„) xác định bởi 

Xi = 2013 

xĩ+s ■ 

Xn +1 = „7" TT , aeN* 
2 {x n -l) 

Chứng minh rằng dãy số (x n ) có giói hạn và tìm giới hạn đó . 
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Lời giải. Trước hết chứng minh x n >4, V/ieN*. 

9 

Ta có Xi = 2013 > 4,X2 = 1007 + —2— > 4 . 

", r ” ’ . 4024 

Giả sử x n > 4 , ta chứng minh 

ỵ 2 -|- g 

x n +1 > 4 o n — > 4 o X 2 - 8 x„ + 16 > 0 o (x n - 4 ) 2 > 0. 

" \%n 1 ) 

Điều này luôn đúng. Từ đó ta có x n > 4 , Va £ N* . 

yp* + 8 

Xét hàm số f(x) = -7 — —7- vối X > 4, ta có 
2 (x- 1 ) 

. s X 2 - 2x - 8 „ 

f (x) = „ >0, Vx > 4. 

2 (x- l ) 2 

Mặt khác x n+ \ - f(x n ) và Xi > X 2 nên suy ra dãy (x„) là dãy giảm và bị chặn dưối bởi 1. 
Do đó, dãy (x n ) tồn tại giới hạn hữu hạn. Đặt limx„ = X ^ 4, ta có 

X 2 + 8 0 

X — ——-— ox -2x-8 = 0ox = 4. 

2 (x - 1 ) 


Vậy limx„ = 4. 

Bài toán 2.28. (VMO 2013)Cho dãy ( a n ) được xác định bởi ai = lvà 

ữ + 2 

a n+1 = 3--^— Va^l. 

n+í 2 “» 

Chứng minh rằng dãy ( a n ) có giói hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 

Lời giải. Xét hàm số f(x) = 3 - với X e (1;2), ta có 

2 X 

. , (x + 2)ln2-l 

f'(x) = - - Ẽ- -> 0, Vx £ (1;2). 


2 X 


Suy ra f là hàm đồng biến trên ( 1 ; 2 ) và 


1 < ^ = /(1) < /-(X) < /(2) = 2 Vx £ (1;2). 

3 

Ta có ữ 2 = ^ £ (1;2) và ữ 2 > ai, suy ra dãy (a n ) là dãy tăng và a n G (1;2) Va ^ 2. Nên dãy 
(a„) hội tụ. Đặt lima„ = X, X G [1;2] thì X là nghiệm của phương trình 

„ x +2 x +2 „ „ 

X — 3 — —— o X + —— 3 = 0. 


X + 2 


Xét hàm số g (x) = X + — 77 ^ - 3, X £ [1; 2] ta có 


2 X 

2* + 1 - (x + 2)ln2 

g'(x)= --, X £ [1;2]. 

Hàm số h(x) = 2 x -x-1, X£[l;2] có 

h'(x) = 2 x ln2 - 1 > 0 £ [1;2] 
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nên 


h(x)^h( l) = 0^>2 x + l^x + 2 Vx£ [1;2]. 


Mà ln2 < 1 nên 

2 x + l^x + 2>(x + 2)ln2 Vxe[l;2] 

hay g'(x) > 0 Vx e [1;2]. 

Suy ra phương trình h(x) = 0 có duy nhất nghiệm X = 2 trên [1;2]. 
Vậy limare = 2. 


Bài toán 2.29. Cho (x„) xác định bởi 


X\ l,Xre+l 


xị + 4x re + 1 

x n Xỵi "+■ 1 


;n ^ 1. 


Chứng minh (x„) có gói hạn hữu hạn và tính giới hạn đó. 


Lời giải. Dễ thấy x„ > 0, Vn, và 

3x„ „ (x„ - l ) 2 ^ . 

Xre +1 = 1 + 2 — — = 2 - Ar 1 - —=>x n £ [l;2],Vn. 

X„+Xre + 1 x„+x„ + l 

X 2 + 4x + 1 

Xét /(x) = — 5 ———— ;x £ [ 1 ; 2 ], ta có 
x z +x+l 

3Í1-X 2 ) 

/'(*) = 7 0 TT ^0;Vxe[l;2] (/'(í) = 0oí=1) 

(x 2 + X + 1) 

nên hàm số nghịch biến trên [ 1 ; 2 ]. 

Ta thấy Xi < X 3 nên (X 2 re+i) tăng và bị chặn trên bởi 2 , còn (X 2 re) giảm và bị chặn dưới bởi 
1 . Do đó chúng có giối hạn hữu hạn. Giả sử limx 2 re = a,limx 2 re+i = b;a,b £ [ 1 ; 2 ] ; ta có hệ 

ía = f(b) 

\b = f(a) 


(a-b) 


1 - 


3(aò -1) 


(a 2 + a + 1) (ò 2 + ò + l) 


= 0 o 


a-b 


(a 2 + a + 1 ) (ò 2 + b + 1 ) = 3(aò - 1)(2) 


Do 


a 


b £ [1;2] => 3(aò - 1) < 9 ^ (a 2 + a + 1 ) (ò 2 + b + 1 ) 


nên (2) o a = ò = 1( loại). 

Do (X 2 re+i) tăng nghiêm ngặt và Xi = 1 
Vậy 

a = b = t=>t = 

Từ đây tìm được limxre = 2cos —. 

ơ 


b> 1) 


í 2 + 4í + 1 
t 2 + t + 1 


o r-3í = 1. 


Bài toán 2.30. (Bắc Ninh 2013) Cho dãy số (u n ) xác định bởi Uị = 1; 
n ^ 1. Chứng minh rằng dãy số (x„) không có giói hạn hữu hạn. 


Un +1 — 


2 \/3 

Un u 
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2 V 3 

Lời giải. Xét hàm số f(x) = - + —ỵ, X > 0. Ta có u n+ 1 = f{u n ) vối U\ - 1 có 

2 2^3 

f {x) = --z - -77- <0, Vx > 0. 




Mặt khác lí 2 = 2 + \/3, U 3 = -8 + 5\/3 nên 


u 3 < U\ < U2 => 


U 4 = f(u 3 ) > f(u i) = U 2 
U5 = f(Uị)< f(U 2 )= u 3 


Bằng quy nạp ta chứng minh được dãy {U 2 nì tăng và { 11271 + 1 } là dãy giảm với n ^ 1. 

Do đó 1 = U\ > u 3 > U5> .và 2 + \/3 = U2 < U4 < Ue <. 

Giả sử dãy ( u n ) có giới hạn hữu hạn và \im.u n = X. Suy ra \im.U2n = limu 2 ?z+i = X. Theo đánh 
giá trên ta có 

) limil 2 n = X < 1 

lim U2n+1 = x > 2 + \/3 

Vậy dãy ( u n ) không có giới hạn hữu hạn. 


(vô lí). 


2.3.6 Giới hạn của một tổng 

Bài toán 2.31. Cho dãy số ( u n ) được xác định như sau 


Ui = 1 


u 


n+ 


1 = \Ju n (u n + 1 ){u n + 2 )(u n + 3) + 1; n = 1,2,.. 


n 1 

Dặí v n = L -—. Tìm limi; n . 

Ĩ =1 +2 


Lời gíảí. Ta có 


U „+1 = \J{uị + 3u n ){ùị + 3u n + 2) + l 


Suy ra 

Suy ra 

Do đó, suy ra 


— V (Un + + 1) 

— + 3u re + 1. 


, _ 1 1 1 
Un+ 1 + 1 — ( u n + l)(u n + 2 ) => —- — — —— 

Un +1 + 1 + 1 Ii re + 2 

11 1 
u re + 2 u n +1 U „+1 + 1 ' 


n 

= t 

i = 1 


í 1 111 11 1 

^, 1*1 + 1 Uj+i + lj Ui + 1 lln+1 + 1 2 u re +l + 1 


Mặt khác, từ u n+ 1 = + 3u„ +1 ta suy ra U , ỉ+ 1 > 3". Nên lim 


1 


Vậy limv n = 


1 


u n +\ +1 


= 0 . 
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Bài toán 2.32. Cho ( x n ) xác định bởi Xị = 5,X„+1 = X 2 - 2, Mn ^ 1. Tính 


A = lim 


( 1 
— + ■ 


■ + ... + ■ 


1 


VXi X]X2 XiX2-...X„, 

Lời giải. Ta có dãy (x„) là dãy tăng và không bị chặn nên limx„ = +oo Mặt khác: 

4+1 - 4 =4 (4 - 4 )=4-4 (4 - 4 ) = 214-4 


Suy ra 
Lại có 


Do đó 


Xtj+ 1 
UlX2...X„ 


= 21 + 


(X1X2...X„) 


2 ■ 


lim ■ 


^7Z + 1 

^ 1^2 • • 'Xỵi 


= v^ĩ. 


1 _ xị-Xk +1 _ 1 í 

X\X2-..Xỵ 2xiX2 ...Xk 2 

1 


XA 


Xẵ + 1 


\XiX2-..Xk-l X\X2»»’X}i 


1 1 

-1-h .... + 

X\ X\X2 


_ 1 ( 
X\X2—X n 2 


X/Ị+l 

Xl-—— 

V X\X2-..X n 


lim 


1 


— + 

VXl XlX2 


+ ...+ 


X\X2 • • • »Xỵ[ 


5-^21 


Bài toán 2.33. (VMO 2009) Cho dãy 

(x n )'. -ị 


1 

X1 2 

Xn = 2 (y4-i + 4x re -i + x„_ij, V02 


V ra 1 

Chứng minh răng dãy (y n ) xác định bởi y n = X 9 có giới hạn và tìm giói hạn đó. 

i=ixf 


Lời giải. Ta có x„ > 0 Vtt nên 

1 ' 

x« — x re _i — — 


1 ^"n-l *^ra—1 


4-1 + 4x ra-l - *ra-l = õ - r-r- 

v ' ^x 2 n _ 1 + 4x n . 1+ x ri 


>0. 


1 ■> 1 

Nên dãy (x„) là dãy tăng. Giả sử dãy (x n ) bị chặn trên, suy ra tồn tại limx„ = X > 0. 
Ta có phương trình X = ^ ịVx 2 + 4x + xj o X = 0 (vô lí). 

Do vậy, ta có được limx re = +oo. 

Từ công thức truy hồi, ta có được 

(2x„ - x n - 1 ) 2 = 4-1 + 4x„_i oxị = (x n + l)x w -i. 


Dẫn tới 
Suy ra 

Mà 


1 x n +1 1 1 


1 1 


-V 1 /V*2 /v*2 /y ~2 -V -I -V 


\/n>2. 


1 

y« — “2 + 

Xj 


Ul x 2 


+ 


1 1 

lx 2 x 3 


+ ...+ 


\Xn —1 


= 6 


Xỵ, 


limx n = +oo => lim — = 0. 

Xn 


Vậy limy n = 6. 
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2.4 Dãy số sinh bởi phương trình 


Ký hiệu x n là nghiệm của phương trình: 

1 1 


- + -- + ...+ 

X x-1 


1 


x-n 


= 0 


thuộc khoảng (0,1) 

1. Chứng minh dãy x n hội tụ 

2. Hãy tìm giới hạn đó. 


Lời giải. Rõ ràng x n được xác định một cách duy nhất, 0 < x n < 1. Ta có 


fn +1 (.%rì) — fn (.Xrì) 


11 

x n -n- 1 x n -n- 1 


< 0 , 


trong khi đó f n+ i (0 + ) > 0. Theo tính chất của hàm liên tục, trên khoảng (0,x„) có ít nhất 1 
nghiệm của fn+ i(x). Nghiệm đó chính là X n + 1 . Như thế ta đã chứng minh được X n+ 1 < x n . 
Tức là dãy số x n giảm. Do dãy này bị chặn dưối bởi 0 nên dãy số có giới hạn. 

Ta sẽ chứng minh giới hạn nói trên bằng 0. Để chứng minh điều này, ta cần đến kết quả 
quen thuộc sau: 

,11 1 _ , 

1 + - + - + ... 4— > ln(re). 

2 3 n 

(Có thể chứng minh dễ dàng bằng cách sử dụng đánh giá ln 1 + — < —) Thật vậy, giả sử 

n) n 

limx„ = a> 0. Khi đó, do dãy số giảm nên ta có x n ^ a với mọi n. 

Do 


lim 


1 + ^ + ... + - 
2 n 


+oo 


nên tồn tại N sao cho với mọi n ^ N ta có 


1 11 

1 + - + 

2 na 


Khi đó với n > N ta có : 


0 = — + 

X rì, Xn 1 


11 
+ ... + - 


111 1 1 1 

< — + — + — + ... + — <-= 0 . 

Xn-n Xn -1 -2 -n a a 


Mâu thuẫn. Vậy ta phải có limx n = 0. 


Ví dụ 2.16 


( VMO-2007) Cho số thực a > 2. Đặt 

fn(x) = a 10 x n+1 ° +x n + ... +x 2 +X+ 1 

với n = 1 , 2 ,.... Chứng minh rằng vối mỗi n, phương trình fn(x) = a có đúng một 
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nghiệm x n e (0; +oo) và dãy số ( Xn ) có giới hạn hữu hạn khi n-* oo. 


Lời giải. Đặt gn(x ) = fn(x)-a,n = 1,2,...thì gn(x ) liên tục và tăng trên [0;+oo). g n ( 0) = 
l-a< 0 ,gn (1) = a 10 + + 1 - a > 0 nên gn (x) = 0 có duy nhất nghiệm trên (0; +oo). Ta có 



Mặt khác 


gn+1 (x n ) = x n g n ( x n ) + 1 + ax n -a = l + ax n -a<0 


, , 1 , 

( do x n < 1- -). 

Q 

Mà ểre+ 1 0*0 là hàm tăng và 


ển+l (X/i) < 0 — gre +1 (x re + l) x n < x ra +l. 


Vậy dãy (x n ) tăng và bị chặn trên nên có giới hạn. 

Chú ý 13. Có thể tính được limx„ = 1 - — bằng sử dụng đánh giá 

a 


1- a((a-l) 9 -l) 1—) 

a a) 

Hoặc sử dụng định lí Lagrange. 


n +1 


<x n < 1--. 

a 


Ví dụ 2.17 


(Ben Tre 2013) Cho phưong trình: x 2n+1 = X +1 (1) (với /ieN*). 

1. Chứng minh rằng với mỗi giá trị nguyên dưong n, phưong trình (1) có đúng 
một nghiệm dưong. 

2. Xét dãy số ( x n ) được xác định như saux„là nghiệm dưong của: x 2n+1 = X + 1. 
Tính lim x„ . 


Lời giải. Phưong trình tưong đưong với x(x 2 " - 1) = 1. Từ đây suy ra X < 1 không phải là 
nghiệm của phưong trình. 

Đặt f(x) = x 2n+1 - X -1. Ta có f'(x ) = (2 n + l)x 2 ' 1 -1 > 0 với mọi X > 1. 
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Lại có /(1) = -1 < 0 nên phương trình có nghiệm duy nhất lớn hơn 1. 
Áp dụng bất đẳng thức Côsi ta có 


Xr\ 


2n+l 


1/7—— 2a + x n + l .2/1 + 1 1 

V Xn + 1 ^ ——; o x n ^ — - = 1 + — 

v 2n + l 2 n 2 n 


1 ^ x n ^ 1 + . 

2 n 


Theo nguyên lí kẹp ta có lim„^ +00 x„ = 1. 


— 

Ví dụ 2.18 


(Ninh Bình 2013) Cho phương trình (ẩn X, tham số n nguyên dương) 

X + 2x + 3x 3 +... + nx —7 = 0. 

4 

1. Chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương n phương trình có 1 nghiệm dương 
duy nhất, kí hiệu nghiệm đó là x n . 

2. Chứng minh rằng lim x n = 

71—> 0 o 3 


Lời giải. 1) Đặt 
hên tục trên toàn trục số. Ta có 


f n (x ) = X + 2x 2 + 3x 3 + ... + nx n - ^ 


f\x) = 1 + 4x + 9x 2 +... + n 2 x n 1 > OVx e (0; +oo) 


Ta suy ra f(x) đồng biến trên (0;+oo). Mặt khác f(x) hên tục trên (0;+oo) và 

/XO) = ^ < 0,/*(l) = ị + 2 + 3 + ... + n>0. 

4 4 

Từ đây ta suy ra /XO)./XI) < 0 Từ các điều kiện trên ta suy ra tồn tại duy nhất x n e (0; +oo) 
sao cho fn(x) = 0 hay nói cách khác là fn(x) có nghiệm dương duy nhất x n với mỗi n. 

3 

2) Ta dễ thấy x n là dãy giảm và bị chặn dưới bởi 0. Thật vậy Xn + 2x^ + ... + nx'ị - Do x n 

3 

nguyên dương và ^ < 1 nên khi n — +oo thì x n giảm. 

Vậy x n tồn tại giới hạn hữu hạn. 

Đặt limx„ = L (0 ^ L < 1) => limx” = 0. 

Từ công thức truy hồi ta có: 


x n + 2x 2 + ... + nx„ = 


3 

4 


=>x 2 + 2xị +... + nx„ +1 = ^x n 

=>x n +x 2 +...+x%- nx% +1 = ^ 

x„(l-x") n 3 3 

=> —-—-—-r = — -x n 

1 — x n a n+1 4 4 


(x n > 0) 

3 

— T+7Ỉ 

4 

(a> l,x n+1 


1 

a n+1 ^ 
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Chương 2. GIÔI HẠN DÃY số 


Vì với mọi a > 1, n £ N thì lim - 0 nên ta có 

a n 

L „ 1 _ _ 

-^ = 7(1 -L)^L = =- ((KL<1). 

1 -L 4 3 

Vậylimx„ = ^. ■ 

3 


/ - 

Ví dụ 2.19 

\_' 

Cho n > 1 là một số nguyên dương. Chứng minh rằng phương trình x n = x + 1 có 
một nghiệm dương duy nhất, ký hiệu là x n . Chứng minh rằng limx re = 1 và tìm 
\im.n(x n - 1 ). 


Lời giải. Rõ ràng x n > 1 Vra. Đặt fn(x) = x n xl, khi đó f n+ i(l) = -1 < 0 và 


fn + 1 (Xn) — X n+ iX n 1 > x n x n 1 — fn (Xn) — 0. 


Từ đó ta suy ra 1 < X n+ 1 < x n . 

Suy ra dãy tồn tại limXtt = a. Ta chứng minh a = 1. 

Thật vậy, giả sử a > 1 . Khi đó Xỵi ^ ữ V/1 va ta tim được ĩt đu lơn sao cho^ x^ ^ ữ ^3 va 
x„ +1 < 3, mâu thuẫn ví fn (x„) = 0. 

Để giải phần cuối của bài toán, ta đặt x n = 1 + y n với lim y n = 0 . Thay vào phương trình 
fn(x n ) = 0 , ta được 

(l + y n ) n = 2 +y n . 


Lấy logarith hai vế, ta được 
Từ đó suy ra : 

Nhưng 


«ln(l + y„) = ln (2 + y„). 


limftln(l + y n ) - ln 2 


ln(l + y„) 
lim —---— = 1 , 

yn 


nên từ đây ta suy ra lim(rey n ) = ln 2 , tức là : lim n(x n - 1 ) = ln 2 . 


Ví dụ 2.20 

(VMO 2002) Cho n là một số nguyên dương. Chứng minh rằng phương trình 

111 1 
-T ~A - T ••• -9-T — “ 

x-1 4x-l n z x- 1 2 

có một nghiệm duy nhất x n > 1 . Chứng minh rằng limx„ = 4. 
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Lời giải. Đặt 

, , . 1 , 1 , , 1 1 

— -7—I—7-7—h ... H-7-7-— 

X - 1 4x -1 n 2 x - 1 2 

và gọi x n > 1 là nghiệm duy nhất của phương trình f n {x) - 0 . Ta có 

1,1,1 1 

' 4-1 16-1 4n 2 -l 2 

11 1 1 

- L3 + 3Ã + ■■■ + (2n - 1)(2 n + 1) 2 

_1Ị1 11 1 1 1\ 1 _ 1 

2(1 3 + 3 5 + "' + 2a-l 2n) 2~ 4 n' 

r 1 

Ap dụng định lý Lagrange, ta có : — = l/' re (x n )-/‘(4)| = |/' , (c)||x„ -4| với c e (x„,4) Nhưng do 

4 n 


\fn\c)\ = 


1 4 1 

-õ “I-õ ••• ^ 77• 

(c - l) 2 (4c - l) 2 9 


Nên từ đây |x„-4| < , suy ra limx„ = 4. 

4« 



